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Le but de cette note est de montrer quelques proprietes concernant
la perfection forte, la perfection faible et ΓEntscheidbarkeit. Les definitions
de cettes notions ont ete donnees par Hubert-Ackermann1), mais en utilisant
certains des notations metalogiques de Tarski2) nous les exprimerons comrae
suit.

Designons par S un ensemble qui contient toutes les propositions variables
a, b, c, , x,y, z, et qui est ferine concernant les operations V,'., — , ->7 et
par A, B, C, — , X, Y, Z les sous-ensembles de 5, et par Fl(A) un produit
de tous les ensembles qui contiennent A et qui sont fermes concernant les
regies de substitution et de modus ponens. A partir de ceux-la, on definit
la non-contradiction de A (que nous considerons dans tout le cours de cette
note comme un systeme d'axiomes) par la formule

. ά,
ou

A^a. a, Df 1

et la perfection forte de A par la formule

(*) ίx € S. x €Fl(A)MίA, x}->a. ^)J\ Df 2
et de plus, ΓEntscheidbarkeit de A par la formule

(x) (BY)Lxe S+YczFKA).({Y,x}+a.^) V ({F,x}^a.5")]. Df 3
La lettre Bf, suivie d'un indice etant un produit de tous les ensembles

qui contiennent toutes les formules satisfaisant la matrice Wl a i valeurs,
on definit la perfection faible de A par la formule

(*) IBc czS.xeBi.Acz Bi->x e FΊ(A)1 l<i<Xo. Df 4

THEOREME 1. Si A est contradictoire, A est fortement partfait.

DEMONSTRATION. D'apres la Df 1, on a

A ^aTa.
On en deduit

{A, b}->a. a,
d'ou Γon obtient

b € S.b e FKA). {A, b}->a. Έ,
d'oΐi Γon conclut

(x) LxeS.xe Fl(A)MlA, xy-ϊa.Ίa)!. Q. E. D.
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Supposons dans ce qui suit que A ne soit pas contradictoire.

THEOR^ME 2. Si A est fortement parfait, A est faiblement par fait.

DEMONSTRATION. De la Df 2, on a

c.-a-d.

(x)lBiQzS.x^Bi.{{A,x}+>a.Έ)->x€ Fl(A)2,

d'ou Γon obtient

(*)C^ί C S . Λ : € ^ . A C B f . {{A,x}^a.a)->x e Fl(A>β.

Puisque Bt est un produit de tous les ensembles qui contiennent toutes

les formules satisfaisant la matrice 2ft a / valeurs, il vient que

Bi-ha. a,

et par consequent

beBi.Ad Bi->({A, b}+>a. a).

On obtient done

(*) LBLCZS. xeBi.Acz Bt-ϊx € Fl(Ajβ. Q E. D.

D'apres le Theoreme 2, il y a trois leas concernant la relation entre
la perfection forte et la perfection faible.

2.1. A est fortement parfait et faiblement parfait. Un exemple de ce
cas est le systeme d'axiomes du calcul des propositions de Hilbert-
Ackermann.

2.2. A est fortement imparfait et faiblement parfait. Un exemple de
ce cas est le systeme d'axiomes du calcul des propositions trivalentes de J.
Lukasiwicz, tels que

L 1.

L 2.

L 3. Z(x->x)->x3 ϊx

L 4. (y->x)->{x->y).

M. Wajsberg en a demontre la non-contradiction, Γindependance et la
perfection faible4). Pour en demontrer Γimperfection forte, nous n'avons
qu'a trouver x, tel que

(Bx)ίx€ S.*€ Fl{A).({A,x}+a.a)J

Nous prenons B2, nous considerons LI, L 2, L 3 et L 4 comme des
formules du calcul des propositions a deux valeurs. Et nous prenons pour
x la formule p

( * • » * ) - > * . 5>

Puisque la formule p prend la valeur 2 lorsque x prend la valeur 2, on
ne sait pas deduire p des formules LI, L 2, L 3 et L 4. D'autre part
Z 1, 1 2 , 1 3 , L 4 et p sont des theses du calcul des propositions a deux
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valeurs.

2.3. A est fortement imparfait et f aiblement imparfait. On peut faire
un exemple de ce cas du systeme d'axiomes de Hilbert-Ackermann.

THEOREME 3. Si A est fortement parfait, A est entscheidbar.

DEMONSTRATION. De la Df 2, on a

(*) [* € S->* € F/(A) V ({A, x}-*a.~άΠ.

D'autre part, on a. en vertu de la perfection faible de A,

h € Fl(A)~({A,b}+>a.a),

et par consequent

(x) (B Y) lx € S->F c: F/(A). ({F, * » β . α) V ({F, ^}->α.^)]. Q. E. D.

D'apres le Theoreme 3, il y a trois cas concernant la relation entre

la perfection forte et ΓEntscheidbarkeit.

3.1. A est fortement parfait et entscheidbar. Un exemple de ce cas
est le systeme d'axiomes du calcul des propositions de Hilbert-Ackermann.

3.2. A est fortement imparf ait et entscheidbar. Un exemple de ce cas
est le systeme / d'axiomes de A. Heyting6). G. Genzen en a demontre
ΓEntscheidbarkeit7). Puisque la for mule

est independant de / et elle n'est pas contradictoire a /, il est evident que
/ est fortement imparfait.

3.3. A n'est ni fortement parfait ni entscheidbar. Un exemple de ce
cas est le systeme Hf qui se composent de trois axiomes suivants

HI.

H 2.

H3.

Nous considerons HI, H2, et HS comme des theses du calcul des
propositions a deux valeurs. II est evident que Hr est fortement imparfait.
Pour en demontrer la non-Entscheidbarkeit, nous le comparons a le systeme
H qui contient HI, H 2, H 3 et la formule

H 4. (#-»JO-»(2V'X^Z\J y).

H est entscheidbar, car on y peut mettre toute formule du calcul des
propositions sous la forme normale conjonctive qui soit equivalente par des
formules qui s'en dέduisent, dans lesquelles il y a des formules suivantes

(1) x V ~x,

(2) x~Ί.

D'autre part, on ne peut pas deduire (1) et (2) de H' c. -a-d. (1) et (2>
sont independants de H par les matrices suivantes 2R1 et 9JΪ 2.
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1 2 - V

*Dί 2

0 1 2

0 0 1 I 20 1 1 1 0

1 1 1 0 1 I 0 1 1

2 1 2 0 2 ( 0 1 1

(1) prend la valeur 1 par la matrice SJR 1 lorsque x prend la valeur 2.
(2) prend la valeur 2 par la matrice %R 2 lorsque x prend la valeur 2.
Par consequent, a faute de la formule (2), on ne peut pas mettre toute

formule sous la forme normal conjonctive, et, a faute de la formule (1),
on ne peut pas reconnaitre la verite (ou Γidentite) de toute formule mise
sous la forme normale conjonctive. Done, Hr n'est pas entscheidbar.

THJBORJEME 4. Si A est entscheidbar, A est faiblement parfait.

DEMONSTRATION. Designons par $ la perfection faible de A, et par ®
ΓEntscheidbarkeit de A. Pour demontrer le Theoreme 5, nous demontrons
que ©. ψ est absurd. Alors, nous avons ©. 5}J, c. -a-d. (£->$. De 6 et
nous avons $β.

De la Df 3 on a

(x)(BY)LBfczS.x€ B^Y cz Fl(A).({Y,x}+a.a~) V ({Γ,*}-»*.β"Π

et par consequent

(1) (x) IBi a S. xeBi. A c JB«-»(3 Y){Y C Fl(A). ({Y,

D'autre part, puisque la Df 4 est deductivement equivalente a la formule

Bt ciS.be B{. A a J3t-»* € Fl(A),

nous utilisons cette formule-ci pour exprimer Γimperfection faible de A:

(2) Bt a S. b e Bi. A c B^b € Fl(A).

D'apres Γhypothese de la non-contradiction de A, on a

({A, b}+a. a)Ma Y)(Y c

et par consequent, on a, en tenant compte de (2),

d S. x € Bi. A d BiMBY)(Y a Fl{A). ({Y, x^a. Έ)

c. -a-d.

(3) (x)IBi aS.x€Bi.AciBi->{BY)(Ycz Fl{A). ({Y,x}^a. d)

V ( {F,«»αβ))l
(3) est contradictoire a (1). Q. E. D.

D'apres le Theoreme 4, il y a trois cas concernant la relation entre
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ΓEntscheidbarkeit et la perfection faible.

4.1. A est entscheidbar et faiblement parfait . Un exemple de ce cas

est le systeme d'axiomes du calcul des propositions de Hilbert-Ackermann.

4.2. A n'est pas entscheidbar, mais il est faiblement parfait. Un
exemple de ce cas est le systeme d'axiomes du calcul des predicate de
premier ordre de Hilbert-Ackermann, dont K. Gδdel a demontre la non-
Entscheidbarkeit et la perfection faible.8)

4.3. A n'est ni entscheidbar ni faiblement parfait. Un exemple de ce
cas est le systeme H' de 3.3.

Nous avons cite le systeme d'axiomes du calcul des predicats a titre
d'exemple de 4.2. D'autre part S ne contient que toutes les formules du calcul
des propostions. En ajoutant a S les variables individuelles, les variables
predicatives et le symbole (x) ou (3x), on reussit a faire S' contenant
toutes les formules du calcul des predicats, dans lequel sont valables les
Df 1, 2, 3, 4 et les Theoremes 1, 2, 3, 4. Par consequent Γexemple de 4.
2 est valable.

Nous exprimons nos plus vifs remerciements a. Prof. S. Kuroda pour ses
suggestions en vue d'ameliorations.
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