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 (Time Complexity)پیچیدگی زمانی 

 محاسبه می کند.  C: تابع زیر جمع عناصر یک آرایه را در زبان  1مثال 

 

 nمی باشد که   s = s+ list [i]یا تعداد عناصر آرایه است و عمل اصلی  nدر این برنامه اندازه ورودی همان 

 انجام می گیرد.بار 

 محاسبه کنید. 1:تعداد کل مراحل برنامه مثال  2مثال 

 

نکته : هنگام محاسبه تعداد دفعاتی که یک دستور درون حلقه ها اجرا می گردد می توان از فرمول های زیر 

 استفاده کرد :

 عدد ثابتی است
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 𝑎1 ، جمله اول𝑎n  جمله آخر وn  : تعداد جملات است=
n(a1+an)

2
جمع تصاعدی عددی راه دیگر  

Trace .کردن برنامه است 

 : 3مثال 

 برنامه زیر چند بار اجرا می شود ؟ تعداد کل گام های برنامه چه قدر است ؟در تکه  x : x+1دستور اصلی 

 

 راه حل اول :

 cحلقه های داده شده مستقل از یکدیگرند بنابراین طبق آن چه در زبان های برنامه نویسی پاسکال و  

 می باشد. mnخوانده اید تعداد اجرای دستور درون حلقه ها برابر 

 

 

 راه حل دوم :
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گیریم . در را کنار گذاشته و در نظر نمی  iحال برای محاسبه تعداد کل گام های برنامه ابتدا حلقه بیرونی 

بار اجرا می گردد.یعنی تعداد کل  (n+1)به تعداد  for jبار و عبارت   nبه تعداد  x : x+1این حال دستور 

(n+1+n)  درون حلقه . حال خود این دو خطi  بوده و به تعدادm  بار اجرا می شوند یعنیm(n+1)+mn 

 بار اجرا می شود ، پس : m+1نیز  for i. از آنجا که عبارت 

=(m+1) + m(n+1)+mn تعداد کل مراحل برنامه 

 

 : 4مثال 

 در تکه برنامه زیر چند بار اجرا می شود ؟ x : x+1دستور اصلی 

 

 راه حل اول :

 حلقه های داده شده به یکدیگر وابسته اند:

 

1+2+3+….+n= 
𝑛(𝑛+1)

2
 x := x+1=تعداد اجرا شدن دستور   
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 راه حل دوم:

 

 

 

 

 : 5مثال 

 در تکه برنامه زیر چیست ؟ +1x : xاجرا شدن دستور اصلیتعداد 
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 تحلیل پیچیدگی زمانی برای حالات بهترین ، بدترین و متوسط 

 برخی مسائل برای همه موارد یک تابع پیچیدگی دارند مثل الگوریتم جمع عناصر یک آرایه :
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می باشد. ولی در  T(n) =nبار اجرا شده و همواره   nبه تعداد  S := S+A[i]در برنامه فوق عمل اصلی 

الگوریتمی مثل جستجوی خطی )ترتیبی( تابع پیچیدگی برای حالات مختلف ممکن است متفاوت باشد . 

بگردیم.اگر  xمی خواهیم خانه به خانه از اول تا انتها به دنبال عدد معین  Aخانه ای   nفرض گنید در آرایه 

x  را در آرایهA  کردیم بگوییم پیداYes  و در غیر اینصورت بگوییمNo :  

 

 

 می باشد. if (x = A[i])در برنامه فوق عمل اصلی شرط 

 قضیه اصلی :

𝑓(𝑛)اگر = 𝑎𝑚𝑛
𝑚 +⋯ .+𝑎1𝑛 + 𝑎0آنگاه باشد  

𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑛𝑚) 

 

 : 6مثال 
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 مرتبه اجرایی برنامه های زیر را به دست آورید : : 7مثال 

 

 

 : 8مثال 

 و مرتبه اجرایی ان را در تکه برنامه زیر به دست آورید. write (OK)تعداد دقیق اجرا شدن دستور 

 

 writeحلقه های فوق وابسته به یکدیگر بوده و همانطور که قبلاً دیدید تعداد دقیق اجرا شدن دستور  حل :

می باشد یعنی  nتا  1برابر جمع تصاعد عددی از 
𝑛(𝑛+1)

2
می  𝑂(𝑛2)و بنابر قضیه اصلی مرتبه اجرایی آن  

 باشد.
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 : 9مثال 

 میباشد چرا که حلقه به تعداد معین و محدودی اجرا می شود : 𝑂(1)مرتبه اجرایی زیر 

 

 

تودرتو )چه وابسته به هم باشد و چه مستقل (  forحلقه  2با توجه به مثال های فوق میتوان گفت  : 1نکته 

می  𝑂(𝑛3)تودر تو )مستقل یا وابسته ( از مرتبه  forحلقه  3و به همین ترتیب  𝑂(𝑛2)همواره از مرتبه 

 باشند. nباشد البته به شرطی که تمامی حلقه ها به نحوی تابعی از 

 : 10مثال  

 مرتبه اجرایی برنامه زیر چیست ؟

 آنگاه   n= 32فرض کنید 
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log2 = 5) .بار انجام می شود  x:=x+1  ،5عمل اصلی  n=32پس برای  پس در حالت کلی مرتبه  (32

 lognمی باشد.توجه کنید در درس ساختمان داده عموماً منظور از  O(log)اجرایی الگوریتم فوق برابر 

log2یعنی  𝑛 . 

 : 2نکته 

تغییر می کند .اگر مرتباً شمارنده آن با دستور   1تا  nکه به طور طبیعی شمارنده آن از  whileدر حلقه 

i=I div k,  بر عددk  (تقسیم شود مرتبه اجرایی آنO (log𝑘 𝑛  خواهد بود. به همین ترتیب اگر شمارنده

Oتغییر کند باز هم مرتبه اجرایی آن )  nتا  1از  i=i*kبا دستور  (log𝑘 𝑛 :می باشد 

 

 : 3نکته 

 در جدول زیر مرتبه اجرایی چند تابع به ترتیب صعودی از چپ به راست نوشته شده است :

 

 : 4نکته 

های کمتر از حد خاصی ممکن  nنشان می دهد و برای   nزمان اجرای الگوریتم را برای حد بالای  Oنماد 

1000nاست اطلاعات مناسبی را به ما ندهد.مثلاض زمان اجرای یک الگوریتم 
و زمان اجرای الگوریتمی    2

10nدیگر 
 می باشد. 3
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 100های کمتر از  nاست.ولی برای  𝑂(𝑛3)و الگوریتم از مرتبه  𝑂(𝑛2)الگوریتم اول از مرتبه  Oبا نماد 

 ر از الگوریتم اول خواهد بود :الگوریتم دوم سریعت

 

 نیز باید توجه داشته باشیم. nلذا هنگام مقایسه دقیق سرعت اجرای الگوریتم ها به محدوده 

 :  5نکته 

𝑛)اغلب  nبرنامه هایی با پیچیدگی نمایی تنها برای مقادیر کوچک  ≤  ( سودمند هستند. 40

 : 6نکته 

≤ 𝑛)های بزرگ  nاز نظر عملی برای  و   n ,nlogn, n2تنها برنامه هایی با پیچیدگی کم ) مانند  (100

n3  .سودمند می باشند ) 

 : 7نکته 

 بزرگتر از صفر از نظر مرتبه داریم  a , b,r  برای اعداد صحیح 

 

 

 :  8نکته 

باشند و  v1به ترتیب مرتبه اجرایی و زمان اجرایی الگوریتمی در کامپیوتری با سرعت   O(n2  ،t1  ،v1اگر )

به ترتیب مرتبه اجرایی و زمان اجرایی الکوریتمی دیگر در کامپیوتری با   O(n2  ،t2  ،v2به همین ترتیب )

 باشند ، خواهیم داشت :  v2سرعت 
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 :  11مثال 

ثانیه اجرا می شود . همان الگوریتم  1در کامپیوتری در مدت زمان  o(n log n)الگوریتمی با مرتبه زمانی 

 برابر در چه مدت زمانی اجرا خواهد شد؟ 100روی کامپیوتر دیگری با سرعت 

 

 : 12مثال 

 اجرا می شود. msec 1روی سیستمی در مدت زمان  O(n2و مرتبه اجرایی ) 10برنامه ای با اندازه 

 روی همان کامپیوتر در چه مدت زمان اجرا می شود؟ 100همان مسئله با اندازه 

 

 

 )امگای بزرگ و تتا( θو  Ωنمادهای 

 در نظر گرفت : Oبه صورت صوری می توان عبارت زیر را برای تعریف 

 



14 
 

 می باشد که به صورت صوری معادل عبارت زیر است : Ω، تعریف  Oعکس تعریف 

 

 حد پایین را برای تابع مشخص می کند. Ωیعنی 

 : 13مثال 

𝑓(𝑛)برای  = 5𝑛3 + 2𝑛 : عبارات زیر همگی درست هستند 

 

𝑓(𝑛)در مثال فوق همان)  Ωولی اغلب منظور از  = Ω(𝑛3  است.بنابراین تعاریفO  وΩ  چندان دقیق

 استفاده می شود که مطابق تعریف صوری زیر است : θنبوده و به همین دلیل اغلب از مفهوم 

 

در کتاب ساختمان داده آورده شده است ولی تا همین حد که در اینجا بیان شد برای  θو  Ωتعاریف  تذکر :

 درس طراحی الگوریتم کفایت می کند.

 

 

 : 14مثال 

𝑓(𝑛)برای  = 5𝑛3 + 5𝑛 : عبارات زیر درست هستند 
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 می باشد. θهمان  Oاغلب در تست های کنکور منظور از نماد  تذکر :

 فوق داریم :در واقع با توجه به تعاریف 

 

 

 

 

 

 

 

 : 15مثال 
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 )ای کوچک و امگای کوچک( ωو   oنمادهای 

 کوچک به صورت زیر آمده است : oدر برخی از کتاب ها تعریف 

  f(n) = o(𝑔(𝑛)) :است اگر و تنها اگر عبارت زیر برقرار باشد 

 

 : 19مثال 

3n+2 = O(n2) : است چرا که 

 

بزرگ به معنای بزرگ تر یا مساوی ولی ای کوچک به معنای فقط بزرگ تر  Oدر واقع می توان گفت اگر 

 است.
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 : 20مثال 

 فوق می توان نشان داد که : مشابه

 

 :  21مثال 

   5𝑛2 −  3𝑛 + 4 = 𝑂(𝑛2)  5   ولی𝑛2 −  3𝑛 + 4 ≠ 𝑜(𝑛2) 

 همان طور که قبلا گفتیم دسته های پیچیدگی معروف به ترتیب از چپ به راست عبارت اند از : نکته :

 

  o(f(n)) g(n) 𝜖باشد آنگاه f(n)در طرف چپ تابع  g(n)اگر تابع 

𝑎مثلاً برای  < 𝑏  (داریم(𝑎n  ∈ 𝑂(𝑏𝑛 : چرا که 

زیرا 
a

b
 < 1 
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 کوچک را به صورت زیر تعریف کرد : ωکوچک , می توان  oبر عکس 

 

 یا 

 

 

, O ,𝛺  ,𝛚,مقایسه خواص  𝒐, 𝜽, : 

 

 :  23مثال 
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 مرتبه اجرایی الگوریتم بازگشتی محاسبه فاکتوریل را به دست آورید ؟

 باشد : n=4ترسیم درخت بازگشتی : اگر مثلاً  روش اول :

بار خودش را فراخوانی می کند که با  3تابع بوده تعداد  n=4همان طور که مشاهده می شود به ازای 

 بار فراخوانی می شود . 4تابع مذکور  fact(4)احتساب بار اول یعنی 

 T(n) = O(n)بار فراخوانی می شود . لذا مرتبه اجرایی این الگوریتم  n, تابع  nپس در حالت کلی به ازای 

 بازگشتی , همان مرتبه اجرایی الگوریتم است. می باشد و در واقع مرتبه تعداد گره های درخت

 

 

 

معادله فوق یک معادله بازگشتی است که روش های استانداردی برای حل آن وجود دارد از جمله رو 

 جایگذاری :
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 : مرتبه اجرایی الگوریتم بازگشتی برج های هانوی را به دست آورید . 24مثال 

 

 روش اول :

 عدد است : 7باشد , تعداد  گره های درخت  n=3ترسیم درخت بازگشتی . مثلاً اگر 

 

  nمی شود و در حالت کلی برای  15باشد تعداد کل گره های درخت بازگشتی  n=4به همین ترتیب اگر 

2nتعداد کل گره ها  −  است. 𝑂(2𝑛)یعنی از مرتبه  1

 می باشد. 𝑂(2𝑛)سطح , از مرتبه    nتعداد کل گره های درخت دودویی پر با  تذکر :

 روش دوم :
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  n-1باشد فقط یک انتقال صورت می گیرد . در غیر اینصورت علاوه بر انتقال تابع دو بار با مقدار  n=1اگر 

 فراخوانی می گردد.لذا :

 

 حال با روش جایگذاری معادله بازگشتی فوق را حل می کنیم :

 

 : 25مثال 

 زیر کدام است؟مرتبه اجرایی تابع 

 

 

 حل :

 باشد : n=8فرض کنید  
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 روش تقسیم و غلبه و روش پویا 

 : 26مثال 

ام سری فیبونانچی را محاسبه می کند . در سری فیبونانچی هر جمله  nتابع زیر به صورت بازگشتی جمله 

 می باشد یعنی   "1"جمع دو جمله قبلی خود است و دو جمله اولیه برابر 

 

 به صورت زیر است : fib(5)درخت بازگشتی این الگوریتم برای محاسبه 
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 فصل دوم

 روابط بازگشتی
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 مفهوم روابط بازگشتی 
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 : 1مثال 

 را به دست آورید: 𝑎2 تا 𝑎5در رابطه بازگشتی زیر مقادیر 

 

 حل :

 

 

است. منظور از حل رابطه بازگشتی آن !𝑛در واقع همان  𝑎𝑛همان طور که مشاهده می شود جمله عمومی 

 به صورت مستقیم به دست آوریم یعنی : nرا بر حسب  𝑎𝑛است که 

 

 

 

 

 : 2مثال 
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 با مثال نشان دهید که :

 

 حل :

𝑎nاز روی رابطه مستقیم  = 2
n −  داریم : 1

 

 از روی رابطه بازگشتی داریم :

 

 : 6مثال

 nمساله استاندارد برج های هانوی : این مسئله را در درس ساختمان داده ها خوانده اید که می خواهیم 

 انتقال دهیم. Bو به کمک میله  Cبه میله  Aدیسک با قطرهای متمایز را از روی میله 
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ساخت و دوم  در این جا دو محدودیت داریم یکی آن که در هر بار انتقال فقط یک دیسک را می توان منتقل

 اینکه یک دیسک با قطر بزرگ تر نباید روی دیسکی با قطر کوچک تر قرار گیرد .

 الگوریتم بازگشتی این مسئله به صورت زیر است :

 انتقال می دهیم. Bبه  Aدیسک را با رعایت دو شرط گفته شده از میله  (n-1)ابتدا  -1

 می بریم.  Cبه  Aسپس دیسک آخر را از میله  -2

3- (n-1) موجود را در میله  دیسکB  را با رعایت دو شرط گفته شده از میلهB  بهC .منتقل می کنیم 

4-  

 

 

نمایش دهیم , این میزان برابر  Hnدیسک را با  nپس بدیهی است که اگر تعداد حرکات لازم برای انتقال 

 است با :

 

 می باشد. H1 = 1و شرط اولیه 

 

 



29 
 

 حل روابط بازگشتی ساده با روش جایگذاری 

بستگی داشته باشد می توان از روش  an-1فقط به   anبرای یک دسته از مسائل ساده مثل حالتی که 

 جایگذاری روابط بازگشتی را حل کرد.

 :  7مثال 

anرابطه بازگشتی  = 𝑛𝑎𝑛−1  را با شرط اولیه𝑎1 =  حل کنید. 1

 

a5 = 5𝑎4 = 5 × 4! = 5! 

anپس در حالت کلی داریم  = 𝑛!   

≤ 𝑛)رابطه بازگشتی  : 8مثال  2)   𝑇𝑛 = 𝑇𝑛−1 + 𝑇1با شرط اولیه  3 = 1 
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 : 9مثال 

anرابطه بازگشتی تعداد حرکات مهره ها در مسئله برج های هانوی که به صورت  = 2𝑎𝑛−1 + و با  1

𝑎1شرط اولیه  =  بوده را حل کنید. 1

 

برابر است با :  qو با ضریب تصاعد  t1جمله , با جمله اول  nمی دانیم جمله تصاعد هندسی 
𝑡1(q

n−1)

q−1
  

 می باشد , لذا :  nو تعداد جملات  t1  ,q=2= 1در تصاعد هندسی فوق

 

 حرکت نیاز داریم. 15=1-24مهره به  4مثلاً برای انتقال 

 

 : 10مثال 

anخط متقاطع که با رابطه بازگشتی  nتعداد نواحی ایجاد شده توسط  = 𝑎𝑛−1 + 𝑛  (𝑛 ≥ و  (2

 ( بیان می شد را به صورت مستقیم محاسبه کنید. 4)مطابق مثال  a1 =  2شرط اولیه 



31 
 

 

 

 تقسیم بندی روابط بازگشتی 

در حالت کلی یک روش عمومی جهن حل تمام روابط بازگشتی وجود ندارد ولی در ادامه حل چند دسته از 

 روابط بازگشتی معروف و پر استفاده را شرح می دهیم.

 با ضرایب ثابت می نامیم : kتعریف : رابطه زیر را یک رابطه بازگشتی خطی از درجه )یا مرتبه ( 

 

,Ckکه  …… , 𝐶1, 𝐶1  اعداد ثابت حقیقی بوده وCk  ≠  nها وابسته به Ciاست . توجه کنید که  0

 جمله قبلی خود بیان شده است. kبر حسب  anاست چرا که  kنیستند . این رابطه از درجه 

خطی بودن رابطه فوق از آن جهت است که طرف راست مجموعی از مضرب هایی از جملات قبلی دنباله 

 نباشد را ندارد. ajاست . همگن بودن رابطه فوق از آن جهت است که هیچ دو جمله ای که در آن 

 

 حل رابطه بازگشتی درجه اول :

حل می شوند. این جایگذاری می تواند از آخر عموماً روابط بازگشتی درجه اول با روش جایگذاری به سادگی 

 به اول یا از اول به آخر باشد.
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 : 13مثال 

anرابطه  = 𝐶𝑎𝑛−1  را حل کنید کهC  عدد ثابتی است و شرط اولیهa0=1 .می باشد 

 

 

 :14مثال 

anرابطه  = 2𝑎𝑛−1 + ≤ 𝑛که در آن  1  را حل کنید. a1 = 1و   2

 

 

 حل تقریبی روابط بازگشتی 

ن گسسته مطرح می شود و ما از ذکر مجدد آن در اینجا ادقیق روابط بازگشتی در درس ساختمحل 

 خودداری می کنیم .

 می پردازیم . 𝜃یا  Oدر اینجا تنها به حل تقریبی دسته ای از روابط بازگشتی مهم به کمک نمادهای 
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 در حالت کلی داریم : 

 

 

 : 19مثال 

 

 

 روابط بازگشتی از مدل تقسیم و غلبه 

 پیچیدگی زمانی بسیاری از الگوریتم های بازگشتی به فرم کلی رابطه بازگشتی زیر است :

 

 

 تعداد صدا زدن ها به شکل زیر است : n = 25و  a = 4مثلاً برای 
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log5است یعنی  2ارتفاع درخت شکل فوق برابر  25 = logbکه در حالت کلی  2 n = می شود . در  2

 انشعاب تقسیم می گردد. پس : aگره تقسیم می شود که در حالت کلی هر گره به  4هر سطح هر گره به 

 

logbرا برابر   hتوجه کنید که  n .در نظر گرفته ایم و ارتفاع , تعداد سطوح منهای یک است 

 پس در حالت کلی داریم :
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 فصل سوم

 روش تقسیم و غلبه

(Divide and 

Conquer) 
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 مفهوم تکنیک تقسیم و غلبه

ارتشی از  1805نامگذاری این روش از یک تکنیک جنگی که ناپلئون به کار برد گرفته شده است. در سال 

هزار نفر به جنگ ناپلئون آمدند . در این حال ناپلئون به قلب سپاه  15سربازان روسی و اتریشی با بیش از 

 کرده و با تقسیم نیروهای دشمن به دو بخش بر آنها پیروز شد.آنان حمله 

سپاهی بزرگ به دو سپاه کوچک تر و پیروز شدن بر تک تک آنها   (Divide)در واقع ناپلئون با تقسیم 

  (Conquer) .موفق شد بر آن سپاه بزرگ غلبه یافته و آن را فتح کند 

 مثال اول : جستجوی دودویی 

در آرایه های مرتب استفاده می شود . در این روش عنصر مورد نظر با خانه وسط جستجوی دودویی فقط 

 آرایه مقایسه می شود. اگر با این خانه برابر بود جستجو تمام می شود .

اگر عنصر مورد جستجو از خانه وسط بزرگ تر بود جستجو در بخش بالایی آرایه و در غیر اینصورت جست  

انجام می شود ) فرض کرده ایم که آرایه به صورت صعودی مرتب شده است( و جو در بخش پایینی آرایه 

 این رویه تا یافتن عنصر مورد نظر یا بررسی کل خانه های آرایه ادامه می یابد.

 

 در کدام خانه قرار دارد ؟ 44مثال : در لیست زیر می خواهیم ببینیم عدد 
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است پس نیمه بالایی آرایه یعنی  44کمتر از  30م . چون مقایسه می کنی 44را با عدد  (6)ابتدا خانه وسطی

 را فقط نگاه می کنیم. 12تا 7از خانه 

 قرار می دهیم : mid + 1را برابر  lowبرای این منظور 

 

 

 45کمتر از  44مقایسه می کنیم . چون  44است را با  45را که حاوی عدد  9حال خانه وسط یعنی خانه 

 قرار می دهیم. mid -1را برابر  highاست پس نیمه پایین این آرایه را فقط نگاه می کنیم . برای این کار 

 

 

در خانه  44درمی یابیم که عدد  مقایسه می کنیم و 44را با کلید  8سپس خانه شماره  7حال خانه شماره 

 قرار دارد. برنامه مربوط به جستجوی باینری به صورت زیر است : 8شماره 

در کدام  mتابع زیر جستجوی باینری را )به صورت غیر بازگشتی( انجام می دهد و مشخص می سازد عدد 

 وجود دارد. xخانه آرایه 

N  طول آرایه مرتب شدهx  است.اگر عددm برمی گرداند. 1-نباشد تابع مقدار  در آرایه 
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 حال نسخه بازگشتی الگوریتم جستجوی دودویی را بیان می کنیم :
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 تحلیل پیچیدگی زمانی جستجوی دودویی 

جستجوی دودویی پیچیدگی زمانی در هر حالت ندارد.لذا باید حالت های خوب , بد و متوسط آن را جداگانه 

 حساب کنیم.

آخرین )بزرگترین( ذعنصر آرایه  (x)یکی از بدترین حالت ها هنگامی رخ می دهد که عدد مورد جستجو 

باشد. در این حالت آرایه باید مرتباً نصف شود تا هنگامی که در نهایت آرایه یک خانه داشته باشد . آرایه ای 

 با یک خانه تنها به یک عمل مقایسه نیاز دارد . لذا :

 

 نی جستجوی دودویی :پیچیدگی زما

 با توجه به قضیه اصلی زیر که قبلاً بیان کردیم :  

 

 

 برای جستجوی دودویی به صورت دقیق برابر است با  w(n)جواب رابطه بازگشتی 



42 
 

 

 

log⌋ 1+در تست ها علت فرمول 𝑛⌋ .را می بینید 

خانه ای و مرتب داریم و می خواهیم میانگین تعداد مقایسه ها را برای جست  5فرض کنید آرایه ای  مثال :

 و جوی موفق و نیز میاتگین تعداد مقایسه ها را برای جستجوی ناموفق به دست آوریم :

 

 

مقایسه و  2به  44به یک مقایسه و عدد  33مقایسه , عدد  3به  22مقایسه , عدد  2به  11برای یافتن عدد 

 مقایسه نیاز است . پس : 3به  55عدد 

 

این روش شبیه یافتن اعداد در درخت جست و جوی زیر است که متوسط سطح هر گره داخلی را به دست 

 می آوریم.
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 مثال دوم : مرتب سازی ادغامی

جدید بیان  قبل از توضیح مرتب سازی ادغام لازم است نحوه ترکیب دو لیست مرتب را در یک لیست مرتب

 کنیم .

 مثال :

فرض کنید دو دسته کارت مرتب شده به شکل زیر داریم . در هر مرحه کارت جلویی هر دسته را با کارت 

 جلویی دسته دیگر مقایسه می کنیم و کارت با شماره کوچک تر را در دسته جدید قرار می دهیم . 

ه در دسته دیگر را در انتهای دسته کارت جدید هر گاه یکی از دسته ها خالی شد تمام کارت های باقی ماند

 قرار می دهیم.
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عنصر مرتب شده را  m+pبا  Sعنصر را گرفته و یک آرایه  mبا  Bعنصر و  Pبا  Aتابع زیر دو آرایه مرتب 

 فرض کرده ایم( : 1برمی گرداند.)شروع اندیس آرایه ها  را 
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عناصراز آرایه اول )به جز آخرین عضو آن ( از اولین عنصر آرایه بدترین حالت نیز زمانی رخ می دهد که همه 

 دوم کوچک تر باشند . ولی این آخرین عضو از تمام عناصر آرایه دوم بزرگ تر باشد. مثل شکل زیر

 

 مقایسه نیاز داریم . یعنی در بدترین حالت تعداد مقایسه ها را برابر است با : 8که در این حالت به 

 

 

خانه   nرا شرح دادیم به توضیح مرتب سازی ادغام می پردازیم . مرتب سازی آرایه  mergoبع حال که تا

 ای با روش ادغام شامل مراحل زیر است :
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آرایه را به دو قسمت هر یک با  -1
𝑛

2
 عنصر تقسیم کن. 

گشتی با روش ادغام هر زیر آرایه را مرتب کن .اگر آرایه به قدر کافی کوچک نمی باشد به صورت باز -2

 آن را کوچک تر و حل کن.

 از طریق الگوریتم ادغام زیر آرایه های مرتب شده را در یک آرایه مرتب , ترکیب کن. -3

 شکل زیر مراحل این الگوریتم را برای یک آرایه فرضی نشان می دهد :
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 تحلیل پیچیدگی زمانی مرتب سازی ادغامی در بدترین حالت 

در نظر می گیریم و می خواهیم تعداد این مقایسه را در  (merge)عمل اصلی را مقایسه در تابع ادغام 

است به دست می آوریم. با توجه به  sکه تعداد عناصر آرایه  nبدترین حالت بر حسب اندازه ورودی 

 توضیحات مربوط به این الگوریتم داریم :

 

W(p)  زمان لازم برای مرتب سازی آرایهA  وW(m)  زمان لازم برای مرتب سازیB  و(P+M-1)  زمان

 در بدترین حالت هستند. Bو  Aلازم برای ادغام 

 باشد , در این صورت : 2توانی از  nدر ابتدا فرض می کنیم 

 

است.پس رابطه  W(l)=0و  باشد )یعنی آرایه یک خانه ای باشد(نیازی به ادغام نبوده 1اگر اندازه ورودی 

 باشد به صورت زیر است : 2توانی از  nبوده و  n>1پیچیدگی زمانی برای مرتب سازی ادغام هنگامی که 
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 با توجه به قضیه اصلی زیر :

 

 پس در حالت داریم : 
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 : 3مثال 

 صورت زیر است :فرض کنید ارایه اولیه به صورت زیر باشد انجام یک مرحله از الگوریتم فوق به 
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 iمی شود . سپس از سمت چپ مرتباً  pivot = 26و  j=11و  I =1و  right = 10و  left = 1ابتدا در 

( برسیم.به همین ترتیب از سمت راست 37)یعنی  26زیاد شده تا هنگامی که به اولین عنصر بزرگ تر از 

 کم می شود. jمرتباً 

عوض  19و  37( برسیم.در این حال جای این دو خانه یعنی 19)یعنی  26تا به اولین عنصر کوچک تر از 

 می شود . پس آرایه به صورت زیر درمی آید :
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 است. 26نمونه زیر مراحل کار افراز را مطابق الگوریتم فوق نشان می دهد . عنصر لولا عدد 
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بهترین حالت هنگامی است که عنصر محور )افراز( همواره وسط آرایه قرار می گیرد . در این حالت اگر برای 

 آن گاه پیچیدگی در بهترین زمان برابر است با : n = 2mسادگی فرض کنیم 

 

 پیچیدگی روش های ادغام و سریع به ورت زیر است : نکته :
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 (Strassen)مثال چهارم : ضرب ماتریس های استراسن 

 همان طور که می دانید الگوریتم ساده ضرب ماتریس ها به صورت زیر است :

 

می ریزیم . هر سه  Cرا ضرب کرده و حاصل را در ماتریس  Bو  Aتکه برنامه فوق دو ماتریس مربعی 

 هستند. n*nماتریس 

 است. تعداد جمع ها نیز در برنامه ساده فوق  T(n) = n3در الگوریتم ساده فوق تعداد ضرب ها همواره 

 T(n) = n3  می باشد.با تغییر ساده زیر می توان تعداد جمع ها را کاهش داد و بهT(n) = n3-n2 : رساند 

 

 پس خلاصه در الگوریتم استاندارد ضرب ماتریس ها را داریم :
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باشد می توان  2توانی از  nحال روش ضرب ماتریس ها را به صورت تقسیم و غلبه بیان می کنیم.اگر 

را به چهار ماتریس کوچکتر که هر یک  Bو  Aماتریس های 
𝑛

2
×
n

2
 هستند تقسیم نمود. 

 

 

تریس های اگر در الگوریتم بالا عمل اصلی را تعداد ضرب ها در نظر بگیریم , آنگاه تعداد ضرب ها برای ما

n*n  عمل ضرب ماتریس های  8به
𝑛

2
×
n

2
 نیاز خواهند داشت. 

فقط به یک عمل ضرب اسکالر نیاز دارد . لذا برای  1*1از طرف دیگر بدیهی است که ضرب دو ماتریس 

 الگوریتم ساده تقسیم و غلبه ضرب ماتریس ها داریم :
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 قبلی بیان کرده بودیم : یادآوری : نتیجه فوق از قضیه زیر به دست آمد که در فصل

 

 

و مزیتی ندارد.  𝜃(n 3)همان طور که مشاهده می شود روش تقسیم و غلبه مانند روش مستقیم از مرتبه 

کمتر  n3الگوریتمی را معرفی کرد که تعداد ضرب های آن از  (strassen)استراسن  1969ولی در سال 

 می دهیم.بود که آن را در ادامه شرح  n2.81بوده و تقریباً 

را می توان از روابط زیر به دست آورد  Cیعنی ماتریس  A*Bاستراسن اثبات کرد که حاصلضرب دو ماتریس 

 به سادگی می توانید آن را اثبات کنید.( n=2) برای حالت 
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 مثلاً برای ماتریس زیر :

 

 

رب و صفر عمل جمع و تنها به یک عمل ض L*Lیعنی ضرب ماتریس های  n=1بدیهی است که برای حالت 

 تفریق نیاز داریم.

 با توجه به توضیحات فوق :

 

 و به همین ترتیب تعداد جمع ها برابر است با :
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 جدول زیر روش استراسن را با روش استاندارد مقایسه می کند :

 

 بنابراین روش استراسن کارآمدترین از روش استاندارد است.

نیاز دارد و لی هنوز کسی نتوانسته  𝜃(n 2): می توان اثبات کرد ضرب ماتریس ها حداقل به زمان نکته 

برای ضرب ماتریس ها ابداع کند و از طرف دیگر تاکنون نیز کسی نتوانسته  2است الگوریتمی از مرتبه 

 اثبات کند نوشتن چنین الگوریتمی غیر ممکن است.

 

 رگ مثال پنجم : ضرب اعداد صحیح بز

همانطور که می دانید اعداد صحیح بزرگ را می توان توسط آرایه ذخیره کرد . مثلاً عدد بزرگ 

 را به صورت زیر ذخیره کنیم: 8,173,963,563

 

 

برای تعیین مثبت یا منفی بودن عدد هم کافی است آخرین خانه سمت چپ را به عنوان علامت در نظر 

 باشد یعنی منفی. 1مثبت و اگر بگیریم که اگر مثلاً صفر باشد یعنی 

 رقم را می توان به صورت زیر نشان داد : nبا  uدر حالت کلی عدد صحیح 
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 ضرب این دو عدد به صورت زیر خواهد بود :

 

به چهار عمل ضرب روی اعداد صحیح با نیمی از ارقام نیاز دارد. توجه کنید که ضرب  Vدر   uپس ضرب 

 صورت می پذیرد . مثلاً : O(n)به سادگی در زمان  102mیا  10mیک عدد در 

 

 پیاده سازی الگوریتم ضرب فوق به صورت زیر است :

 

همان مقدار آستانه است که به ازای آن  Sجواب فوق از قضیه اصلی در فصل قبل به دست آمده است. مقدار 

 دیگر نمونه تقسیم نمی شود.
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کند است با یک تغییر می توان مرتبه اجرای الگوریتم را پایین تر  بوده و در نتیجه n2الگوریتم فوق از درجه 

 باید موارد زیر را محاسبه کند: prodآورد . همان طور که در بالا مشاهده کردید تابع 

Xw ,xz +yw ,yz 

صدا زده شود.حال روابط مذکور را قدری  xw , ,xz,yw,yzبایستی چهار بار برای محاسبه  prodیعنی تابع 

 ری می کنیم.دستکا

𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 = (𝑥 + 𝑦)(𝑤 + 𝑧) −  𝑥𝑤 − 𝑦𝑧 

 

را با   xz+yzرا به دست آورده و سپس به کمک عبارت سمت راست رابطه فوق مقدار  yzو  xwیعنی ابتدا 

 ضرب نیاز خواهیم داشت . لذا : 3ضرب به  4یک عمل ضرب به دست می آوریم . پس در کل به جای 

 

بزرگ ترین و کوچک ترین عنصر یک آرایه را پیدا کنیم یک الگوریتم حال اگر بخواهیم به شیوه مستقیم 

 ساده به صورت زیر است :
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عددی زوج است کوچکترین و بزرگ ترین عنصر را با تکنیک  nالگوریتم زیر به صورت مستقیم با فرض آنکه 

 جفت کردن کلیدها به دست می آورد :

 

 

فته و الگوریتم فوق را روی آن آزمایش کنید . در برنامه فوق خانه ای در نظر گر 10برای نمونه یک آرایه 

)های زوج به تعداد  nبرای  forحلقه 
𝑛

2
− بار اجرا می شود که در هر بار اجرا سه مقایسه صرت می  (1
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گیرد . یک مقایسه نیز در ابتدای کار و بیرون حلقه انجام می پذیرد لذا مرتبه اجرایی برنامه فوق در تمامی 

 رابر است با :حالات ب

 

های فرد پیچیدگی nهای فرد بازنویسی کرده و نشان دهید که برای  nبه عنوان تمرین برنامه فوق را برای 

 زمانی برابر است با 

 

 کل داریم :ر لذا د

 

و  minبوده و خروجی تابع توسط پارامترهای  Low ….highحاوی اندیس های  Sدر برنامه زیر آرایه 

max : برگردانده می شود 
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 پیچیدگی زمانی الگوریتم فوق از رابطه بازگشتی زیر به دست می آید :

 

 با حل رابطه فوق به نتیجه زیر می رسیم :

 

 یافتن بزرگ ترین کلید دوم :

عدد  8روش تورنمنت همان روشی است که در مسابقات ورزشی حذفی استفاده می شود . فرض می کنیم 

 زیر با یکدیگر مسابقه دهند و هر بار برنده عدد بزرگ تر باشد : به صورت درخت
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 کجا نباید از تقسیم و غلبه استفاده کرد 

در صورت امکان در موارد زیر ازروش تقسیم و غلبه استفاده نمی کنیم چرا که مرتبه الگوریتم نمایی می 

 شود :

به دو یا چند نمونه تسیم می شود که اندازه آن ها نیز تقریباً برابر با  nهنگامی که نمونه ای با اندازه  -1

n : ًاست .مثلا 

 

نمونه با اندازه  n, تقریباً به  nهنگامی که نمونه ای با اندازه  -2
𝑛

c
یک مقدار ثابت  cتقسیم شود که   

 اسن.

پس نتایج حاصله را با توجه کنید که همه مسائل را نمی توان به نمونه های کوچک تر تقسیم کرد و س

عدد را پیدا کنیم می توان آن را به دو  20هم ترکیب نمود. مثلاً اگر بخواهیم بزرگ ترین عدد بین 

تایی تقسیم کرد , سپس ماکزیمم هر دسته را یافته و با مقایسه این دو بزرگ ترین را پیدا  10دسته 

می توان آن را به دو دستگاه کوچک تر مجهولی ن 20معادله  20کرد.ولی مثلاض در مورد یک دستگاه 

 مجهولی تقسیم کرد. 10معادله و  10
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 فصل چهارم

 برنامه نویسی پویا
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 (Dynamic Programming)|مفهوم برنامه نویسی پویا 

بود یعنی به  (Top-down)همان طور که در فصل قبل دیدید روش تقسیم و حل یک روش بالا به پایین 

( رفته و آن را به نمونه های  nکمک یک رابطه بازگشتی از مساله یک راست به سراغ مساله اصلی )حالت 

 کوچک تقسیم می کنیم .

این نمونه ها را ان قدر کوچک می کنیم تا بتوانیم بالاخره آن ها را حل کنیم .سپس با ترکیب این جواب 

 می رسیم.نمونه های کوچک به جواب نمونه اصلی 

در تکنیک برنامه نویسی پویا نیز یک رابطه بازگشتی نیاز داریم که حالات بزرگ تر را بر حسب حالات 

کوچک تر نشان می دهد و از این این تکنیک مثل تقسیم و غلبه است.ولی در این روش ابتدا نمونه های 

دام آنها نیاز داشتیم به جای کوچک تر را حل کرده و نتایج را ذخیره می کنیم و سپس هر گاه به هر ک

 محاسبه دوباره کافی است آن ها را بازیابی کنیم .

 در یک آرایه )یا یک سری آرایه ( بنا می کنیم. (down-Top)در برنامه نویسی پویا حل را از بالا به پایین 

اوت آن ها در تشابه تکنیک تقسیم و غلبه با تکنیک پویا آن است که در هر دو رابطه بازگشتی داریم و تف

 این است که تقسیم و غلبه یک روش کل به جزء و تکنیک پویا یک روش جزء به کل است.

 را حل کنید. T(1) =1با حالت خاص  T(n) = T(n-1)+3مثال : رابطه بازگشتی 

 روش اول )بالا به پایین( :
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 روش دوم )پایین به بالا ( :

 

 

 مثال اول : سری فیبونانچی

 فیبونانچی را در انتهای فصل اول به دو صورت تقسیم و غلبه و پویا به صورت زیر حل کردیم :مساله سری 
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 مثال دوم : ضریب دو جمله ای

 به صورت زیر می باشد : n(a + b)همان طور که می دانید بسط دو جمله ای نیوتن 

 و می دانیم که 

 

 

)برای محاسبه ضریب دو جمله ای نیوتن یعنی 
𝑛
𝑘
استفاده  می توان از فرمول مستقیم  (

هم خیلی بزرگ خواهد بود ، لذا باید راه حل بهتری   nبرای مقادیر نه چندان بزرگ  !𝑛کرد ولی محاسبه 

 پیدا کنیم.
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 به صورت زیر است : nاز  kیک فرمول بازگشتی برای محاسبه ترکیب 

 

)مثلا ً 
7
3
) = (

6
2
) + (

6
3
)  

 الگوریتم تقسیم و غلبه به صورت زیر است :پیاده سازی فرمول فوق به صورت 

 

)در تست ها خواهید دید که تعداد جملاتی که الگوریتم فوق برای به دست آوردن 
𝑛
𝑘
لازم است محاسبه  (

 کند برابر است با :

2 (
𝑛
𝑘
) − 1 

 

 

)توجه کنید که فرمول فوق از همان فرمول بازگشتی 
𝑛
𝑘
 به دست آمده است . (
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𝐵[𝑛][𝑘]عبارت  𝐵[𝑖][𝑗]منظور از  =  (
𝑛
𝑘
) , (

𝑖
𝑗
است. برنامه ای که ماتریس فوق را اجرا می کند به  (

 صورت زیر است :
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معروف است ، طبق  (adjacency)که به ماتریس هم جواری  wگراف وزن دار فوق را توسط ماتریس 

 فرمول زیر نمایش داده ایم  :

𝑊[𝑖][𝑗] =

{
 
 

 
وزن یال  : اگر یالی از 𝑉i بهVj وجود داشته باشد

∞ : اگر یالی از 𝑉i بهVj وجود نداشته باشد

0                             : 𝑖 باشد = 𝑗 اگر
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 است که بسیار زیاد است. 𝑂(𝑛 !)پس تعداد کل راه حل های ممکن 

 

 است. 𝑂(𝑛3)در ادامه الگوریتم فلوراید را شرح می دهیم که از مرتبه 

طول کوتاه ترین مسیرها را به ما می دهد . سپس قدری آن را ابتدا الگوریتمی را به دست می آوریم که فقط 

 اصلاح می کنیم تا کوتاه ترین مسیر را نیز برای ما نمایش دهد.

 )برای شکل گراف قبلی ( است : Wزیر از روی ماتریس  Dبه عبارتی دیگر هدف فعلی ما محاسبه ماتریس 

 

 

روش دستی مرحله به مرحله ماتریس های زیر را به  برای اینکه مراحل الگوریتم را به خوبی درک کنید با

 دست آورید :
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 ، این گونه عمل شده است : D1[3][2]مثلاً برای محاسبه 

 

 

× 𝑛یک ماتریس  Pماتریس  𝑛  تا  1با اندیس هایn : است که مقدار اولیه عناصر ان صفر است 
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 برابر زیر خواهد شد : pمثلاً در گراف مثال قبل ماتریس 

 

 

 روش پویا برای حل دسته مسائل بهینه سازی

هنگامی که می گوییم اصل بهینگی برای یک مسئله صادق است که یک حل بهینه برای نمونه ای  تعریف :

 از مسئله همواره حاوی حل بهینه برای همه زیر نمونه های زیر باشد.

به  𝑉𝑖یک راس روی مسیر بهینه از  𝑉𝑘مثلاً برای مسئله کوتاه ترین مسیر اصل فوق برابر است چرا که اگر 

𝑉𝑗  باشد آنگاه زیر مسیرهای𝑉𝑖  به𝑉𝑘 و𝑉𝑘   به𝑉𝑗 .نیز باید بهینه باشند 

بین دو راس اصل بهینگی صادق نبوده و نمی توان آن را از ولی مثلاً در مسئله یافتن طولانی ترین مسیر 

 طریق برنامه نویسی پویا حل کرد .
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 ل زیر :جهت نمونه در شک

,𝑉1〉   ، مسیر 𝑉4به   𝑉1طولانی ترین مسیر ساده )مسیر بهینه ( از  𝑉2, 𝑉3, 𝑉4 〉  می باشد ولی زیر مسیر 

  〈𝑉1, 𝑉3 〉  یک زیر مسیر بهینه )طولانی ترین ( از𝑉1   به𝑉3  نیست و مسیری طولانی تر به صورت

〈𝑉1, 𝑉2, 𝑉3 〉 .بین آن دو وجود دارد 

 

 

 مثال چهارم : ضرب زنجیره ای ماتریس ها 

همان طور که میدانید ضرب ماتریس ها خاصیت جابه جایی ندارد ولی خاصیت شرکت پذیری را دارد . 

× 𝐴همچنین ضرب دو ماتریس   𝐵  به شرطی تعریف شده است که وسط آن ها یکسان باشد . یعنی تعداد

 برابر باشد. Bبا تعداد سطرهای  Aستون های 

𝐴m×nتوان اثبات کرد که دو ماتریس  می  × Bn×k  در کل به𝑘 × 𝑛 × 𝑚  . عمل ضرب نیاز دارد

 حال به مثال زیر توجه کنید :

 را به جه ترتیبی انجام دهیم تا سریع تر انجام شود ؟ 𝐴5×10B10×20C20×4ماتریس  3مثال : ضرب 

 حل :
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 ضرب کنیم : Cرا در هم ضرب کنیم و بعد در  Bو  Aاگر 

 

 

 ضرب کنیم : Aضرب کرده و سپس حاصل را در  Cرا در  Bولی اگر 

 

 انجام می پذیرد. C(AB)سریعتر از  A(BC)پس 

 

 قضیه :

زمان کمتری نسبت به  P.(M.N)برای آن که ترتیب  𝑀a×bNb×cPc×dبرای محاسبه ضرب سه ماتریس 

M.(N.P) : صرف کند می بایست داشته باشیم 
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 اثبات :

 

 

…وA2و𝐴1ماتریس   nتعداد ترتیب های متفاوت برای ضرب  T(n)اگر  .An  باشد ، زیر مجموعه از این

 آخرین ماتریسی است که در مجکوعه ضرب می شود یعنی : 𝐴1ترتیب ها حالتی است که در آنها 

 

 

خواهد بود. حال به پرانتز  Tn-1برابر  𝐴nتا  𝐴2بنابراین تعداد ترکیب های ممکن برای ضرب ماتریس های 

𝐴2A3… .An) توجه کنید در این پرانتز نیز یک زیر مجموعه عبارت از همه ترتیب هایی است که در آن ) 

  𝐴nآخرین ماتریسی است که ضرب می شود .پس تعداد ترتیب های مختلف در این زیر مجموعه هم 

 T(n-1) : بوده و لذا داریم 
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ریک از دو پرانتز فوق باید حداقل تعداد ضرب را داشته باشند تا ضرب دو در این صورت روشن است که ه

 پرانتز نیز حداقل تعداد ضرب را شامل باشند.

 فرض کنید می خواهیم چهر ماتریس زیر را در یکدیگر ضرب کنیم  :

 

  

نمایش می دهیم . و از آن جا که تعداد سطرهای آن می بایست با  dkرا با  Akتعداد ستون های ماتریس 

 است.  dk-1برابر  Aتعداد ستون های ماتریس قبلی برابر باشد تعداد سطرهای ماتریس 

ابتدا مساله را از روش مستقیم که بسیار ناکارآمد است حل می کنیم . یعنی تمتمی حالات ممکن ضرب را 

طریق ممکن  5ماتریس را به  4اقل تعداد ضرب را دارد ( انتخاب می کنیم . یافته و بهترین ان را )که حد

 مشابه زیر می توان در یکدیگر ضرب کرد :

 

 

ضرب است .دقت کنید قانون ساده  132با  A1((A2A3)A4)کمترین تعداد ضرب مربوط به حالت 

 "ابتدا آنهایی را ضرب کن که بعد وسطشان بزرگتر است  "سرانگشتی که می گفت 
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 برای ایم مسئله پی ریزی می کنیم.در اینجا صادق نیست . حال یک روش حل پویا 

 nفاده میکنیم که است M[n][n]همانند مثال های قبلی برای حل این مسئله به صورت پویا از یک ماتریس 

 تعداد ماتریس هایی است که می خواهیم در یکدیگر ضرب شوند.

 خانه های این ماتریس با مقادیر زیر پر می شوند :

 

 

به صورت بازگشتی یکی از سه حالت زیر است ، یعنی اولین نقطه جداکننده  𝐴1A2A3A4ماتریس  4ضرب 

 باشد : A3یا بعد از  A2یا بعد از  𝐴1می تواند بعد از 

 

 

 تعداد حداقل ضرب ها برای هر یک از حالات فوق به صورت زیر است :
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که  (𝑑0𝑑1𝑑4)به دست بیاور و با  (𝐴2𝐴3𝐴4)حداقل تعداد ضرب ها را برای ضرب  "عبارات بالا یعنی 

قل است جمع کن . این حاصل حدا d1×d4 (𝐴)d0×d1 (𝐴2𝐴3𝐴4)تعداد ضرب لازم برای انجام محاسبه 

 می دهد . به همین ترتیب :  A1 (𝐴2𝐴3𝐴4)ضرب ها را برای محاسبه

 

 

است چرا که تعداد ضرب های لازم برای ایجاد یک ماتریس   M[i][j]= 0عبارت   I = jتوجه کنید برای 

 را نشان می دهد که هیچ ضربی نیاز ندارد . (Ai)تنهای 

 مینیمم بین آنها می باشد.پس از محاسبه عبارات الف و ب و ج جواب نهایی 

 با توجه به مثال فوق می توان فرمول اصلی حل مساله فوق را نوشت :

 



82 
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، مینیمم  3عبارت و برای قطر  2مینیمم بین  2، مینیمم یک عبارت ، برای قطر  1توجه کنید برای قطر 

 عبارت را محاسبه کردیم. 3بین 

 132به حداقل  A4تا  A1است که نشان می دهد برای ضرب  M[1][4] = 132جواب نهایی مورد نظر 

 ضرب نیاز است.

را نیز  Pیک ماتریس  Mکافی است کنار ماتریس   𝐴1((𝐴2𝐴3)𝐴4 )برای یافتن ترتیب ضرب بهینه یعنی

 بسازیم.

 شروع می کنیم. M[1][4]برای مثال فوق کار را از عنصر 

 در هنگام محاسبه این عنصر داشتیم :
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ابتدا باید ترتیب را در  A4تا   𝐴1است . این بدان معناست که برای ضرب   K = 1حداقل مربوط به  یعنی

𝐴1  : بشکنیم(𝐴1)(𝐴2𝐴3𝐴4)  

 عملیات در کجا باید شکسته شود. A4تا  A2می رویم که ببینیم برای ضرب  M[2][4]حال به سراغ 

 

 

 

برابر زیر  Pبدین ترتیب ماتریس  𝐴4(𝐴2𝐴3)گذاشته شود یعنی  K=3پس باید پرانتز بسته در نقطه 

 خواهد شد که از روی آن به راحتی میتوان ترتیب بهینه را چاپ کرد :

 

 

آنها طبق الگوریتم فوق  Pماتریس  A1A2A3A4A5A6ماتریس را در هم ضرب کنیم  6مثال : میخواهیم 

 به صورت زیر درآمده است . ترتیب بهینه را برای حداقل تعداد ضرب ها چاپ کنید .
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 صورت می گیرد : A1است یعنی اولین جداسازی بعد از  P[1][6] = 1حل : عنصر 

 

 است : A5می رویم . یعنی جداسازی بعدی از  P[2][6] = 5سپس به سراغ 

 

 

 است : A4می رویم ، یعنی جداسازی بعدی از  P[2][5] = 4حال به سراغ 

 

 

 مثال پنجم : درخت های جست و جوی دودویی بهینه

 BST (Binary Searchهمان طور که در درس ساختمان داده ها خوانده اید درخت جستجوی دودویی یا 

Tree)  یک درخت دودویی است که مقدار هر گره بزرگ تر از هر مقدار زیر درخت چپ و کوچک تر از هر

مقدار در زیر درخت راست آن می باشد . هر گره دارای یک کلید است و عموماً دو گره نباید دارای کلید 
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است ولی  BSTرخت یکسان باشند )یعنی عموماً کلیدها منحصر به فرد هستند( . مثلاً شکل )الف( زیر یک د

 از آن کوچک تر است : 25عدد  51. چرا که در زیر درخت سمت راست گره نیست  BSTشکل )ب( 

 

 

 BSTالگوریتم جستجو در درخت 

فرض کنید دنبال کلیدی هستیم که می دانیم حتماً در درخت است . جهت جستجو همواره از ریشه شروع 

گره بزرگ تر بود به سمت راست و اگر کوچک تر بود به سمت می کنیم . اگر کلید مورد جستجو از کلید 

 چپ می رویم . این عمل را آن قدر تکرار می کنیم تا بالاخره داده مورد نظر پیدا شود.

 depth(key)برابر عبارت زیر است که منظور از  Keyبدیهی است تعداد مقایسه ها برای یافتن یک کلید 

 عمق آن کلید است.

depth(key)+1 
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 مثلاً در شکل های زیر :
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 حل :

 

 بهینه مربوط به کلیدهای زیر را با احتمالات داده شده ترسیم کنید : BSTمثال : درخت 

 

 

 : حل
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به راحتی احتمالات داده شده را در قطر مربوطه قرار می  A[I][I] = PIداریم  1از انجا که در قطر  : 1قطر 

 دهیم . 

بدیهی است  keyiتا  Keyiبهینه از کلید های  BSTمی باشد چرا که در درخت  R[i][i] = iبه همین ترتیب 

 است. ) چرا که این درخت فقط یک گره دارد( iکه اندیس ریشه همان 

 

 

 را قرار می دهیم . k=1عدد  R[1][2]پس در خانه 

 

 

 را قرار می دهیم . k=2عدد  R[2][3]و در خانه 

 3قطر 
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 را قرار می دهیم. k =1عدد  R[1][3]و در خانه 

نیاز دارد.برای  1.4در کل به زمان جستجوی میانگین  key3تا  Key1بهینه باکلیدهای  BSTپس درخت 

پس آن  (R[1][3]=1)می باشد.  Key1ریشه  key3تا  Key1نگاه می کنیم برای  Rترسیم شکل به ماتریس 

 را در ریشه قرار می دهیم :

 

 می باشد. R[2][3]است چرا که  Key2 ریشه key3تا  Key2برای 

 قرار داده ایم . Key1است ان را در سمت راست  Key1      >   Key2 توجه کنید چون می دانیم

 

 رسم می کنیم . Key2را در سمت راست  key3در آخر هم 

پیاده سازی الگوریتم فوق را به عنوان تمرین بر عهده دانشجویان قرار می دهیم . البته کدهای آن را به زبان 

C .می توانید در کتاب بیپولیتان مشاهده کنید 
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دارد و لذا مرتبه اجرایی آن مشابه الگوریتم ضرب ماتریس ها این الگوریتم نیز نیاز به سه حلقه تو در تو 

𝜃(n3) .است 

 

 مثال ششم : فروشنده دوره گرد

فروشنده ای می خواهد از تعدادی شهر که توسط جاده هایی به یکدیگر متصل هستند عبور کند و در آخر 

 به شهر اولیه خود برگردد .

هدف یافتن کوتاه ترین مسیر برای فروشنده است به نحوی که از تمام شهرها دقیقاً یک بار عبور کند و این 

 د فروشنده دوره گرد است.مساله استاندار

در یک گراف جهت دار یک تور ، که به آن مدار هامیلتون نیز گفته می شود عبارت از مسیری از یک راس 

به خودش است که از تمام رئوس دیگر دقیقاّ یک بار عبور می کند . منظور از یک تور بهینه در گراف جهت 

 قل می باشد .دار وزن دار مسیری از یک نوع است که طول آن حدا

بنابراین مسئله فروشنده دوره گرد در واقع پیدا کردن یک تور بهینه برای یک گراف جهت دار موزون است . 

توجه کنید که ممکن است گرافی اصلاً تور نداشته باشد.همچنین طول تور بهینه وابسته به انتخاب راس 

 آغازین نیست.

 یین شده عبارت اند از :تور با طول های تع 3در گراف شکل زیر  مثال :
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 داده شده ، طول تور بهینه را به دست آورید. Wدر گراف جهت دار موزون زیر با ماتریس هم جواری  مثال :

 

 

 را دو عضوی می گیریم : Aقدم سوم : مجموعه 

 

 را سه عضوی می گیریم : Aقدم چهارم : در آخر مجموعه 
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 می باشد. 21پس طول تور بهینه برابر 

نحوه پیاده سازی الگوریتم فوق در یک زبان برنامه نویسی به عنوان تمرین بر عهده دانشجویان گذاشته می 

 شود .

 می توانید از کتاب نیپولیتان مطالعه کنید. ++Cبرنامه آن را به زبان 

 

رد یعنی توجه کنید با آنکه زمان فوق از نوع نمایی است ولی به مراتب بهتر از زمان الگوریتم استاندا

(𝑛 − راس داریم  n =20در نظر بگیریم برای گرافی با است . مثلاً اگر عمل اصلی را یک میکرو ثانیه   !(1

: 

 

 =nنسبتاً کوچک باشد چرا که مثلاً برای  nنیز هنگامی عملی است که  θ(𝑛22𝑛)البته الگوریتم 

 نیز این الگوریتم سال ها وقت نیاز دارد. 70 

 است. 𝜃(𝑛2𝑛 )اثبات کرد حافظه مورد نیاز این الگوریتم از مرتبه: می توان  1نکته 
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 (LCS)مثال هفتم : بزرگ ترین زیر دنباله )رشته( مشترک 

.یک زیر  <Z= <B,C,Aرا در نظر بگیرید.  <Y=<B,D, C, A,B,Aو   =A,B,C,B,D,A,B> X>دو رشته 

 رشته مشترک برای این دو رشته است .

ظاهر شده باشد بلکه تنها لازم  Yو  Xلازم نیست دقیقاً پشت سر هم در دو رشته  <B,C,A>توجه کنید که 

 ( در دو رشته وجود داشته باشد. Aو بعد  C، بعد  Bاست توالی ظاهر شدن )اول 

≤X=<x1 , x2,…,xn> ,  kیک زیر رشته برای رشته  <Z = <z1 , z2, ….zkبه عبارت دقیق تر رشته  𝑛 

>است هر گاه یک رشته اکیدا ً صعودی مثل  i1i2, … . , in > 

x𝑖𝑗رابطه  j= 1,2,….,kوجود داشته باشد به گونه ای که برای همه   xاز اندیس های  = zj .برقرار باشد 

نیست . بلکه رشته   Yو  Xطولانی ترین زیر رشته مشترک در 3به طول  <B, C,A>در مثال فوق زیر رشته 

<B,C,B,A>   مشترک آن ها است.طولانی ترین زیر دنباله  4به طول 

و  nاست. 𝜃(𝑛,𝑚)در کتاب آقای قلی زاده یک روش پویا برای حل این مساله ارایه شده است.که از مرتبه 

m .طول دو رشته مورد نظر هستند X=<x1 , x2,…,xn>  و𝑌 = < 𝑦1, 𝑦2, … . . 𝑦𝑛 . بررسی این  <

 روش را در قسمت مطالعه و تحقیق بر عهده دانشجویان گذتشته ایم.

 

 سری کاتان 

 ارشی می باشد :سری معروف کاتان به صورت زیر بوده و جواب بسیاری از مسائل شم
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 برخی ار مقادیر این سری عبارت اند از :

 

 معادل فرمول زیر است : می توان اثبات کرد )به کتاب هورویتز رجوع کنید( که سری فوق

 

 

 حال چند مساله استاندارد را مطرح می کنیم که تعداد حالات مختلف آنها با سری فوق محاسبه می شود.

 nدر قسمت های قبلی گفتیم تعداد حالات مختلفی که می توان  مساله ضرب ماتریس ها : -1

 ماتریس را در هم ضرب کرد حداقل از مرتبه نمایی است.

ولی می خواهیم تعداد دقیقاین حالات را به دست آوریم . فرض کنید در اولین مرحله ضرب ماتریس ها 

…𝐴1𝐴1)به دو دسته تقسیم کرده ایم یعنی :  iرا در نقطه  .𝐴𝑖)(𝐴𝑖+1𝐴𝑖+2… .𝐴𝑛)  اگرT(i) 

تعداد حالات ممکن برای ضرب  T(n –i)تعداد حالات ممکن برای ضرب پرانتز سمت چپ باشد.پس 

 سمت راست بوده و در کل داریم :پرانتز 
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 که حل رابطه فوق به فرمول زیر می رسد.

 

 حالت زیر امکان پذیر است : 5ماتریس ,  4ای ضرب 

 

 مساله تعداد درخت های دودویی : -2

 گره چند فرم درخت دودویی می توان ساخت . nمی خواهیم بدانیم با  

 است. 5جواب  n=3مثلاً برای 

 

  مساله پشته : -3

عدد ورودی که به ترتیب وارد یک پشته می شوند , چند حالت مختلف می  nمی خواهیم بدانیم با 

 توان داشت .
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حالت خروجی  5که به ترتیب از راست به چپ وارد پشته می شوند  (n=3) 3و 2و 1مثلاً برای اعداد 

 نتزها را از چپ به راست بخوانید( :زیر امکان پذیر است )داخل پرا

(1,2,3) , (1,3,2) , (2,1,3) , (2,3,1), (3,2,1) 

 از سری کاتان است. n+1پس حل مساله فوق مشابه تعداد درخت های دودویی معادل جمله 

  مساله مثلث بندی چند ضلعی محدب : -4

می خواهیم بدانیم به چند طریق می توان قطرهای نامتقاطع یک چند ضلعی محدب را رسم کرد و 

 n-2قطر به  n-3ضلعی همواره با  nآن را به مثلث های مختلف تقسیم نمود.در حالت کلی یک 

صورت مختلف می توان قطرها را بر طبق جملات فوق  5به   n= 5مثلث افراز می شود.مثلاً برای 

 د :رسم کر
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 امین عدد کاتان است : (n-1)پس تعداد حالات مساله فوق معادل 
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 فصل پنجم

 روش حریصانه
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 مفهوم روش حریصانه :

نام این روش از شخصیت معروف اسکروج گرفته شده است . اسکروج به جای آن که به گذشته و آینده فکر 

نیز مانند شیوه  (Greedy)کند تنها انگیزه هر روز او به دست آوردن طلای بیشتر بود . الگوریتم حریصانه 

 اسکروج می باشد.

برای حل مسائل بهینه سازی استفاده می شوند .  الگوریتم های حریصانه یا آزمند شبیه روش های پویا اغلب

به نظر می رسد بدون توجه  "بهترین "در شیوه حریصانه در هر مرحله عنصری که بر مبنای معیاری معین 

.الگوریتم های حریصانه به انتخاب هایی که قبلاً انجام شده یا در آینده انجام خواهد شد , انتخاب می شود 

هستند .در روش حریصانه بر خلاف روش پویا , مساله به نمونه های کوچک تر  اغلب راه حل هایی ساده

 تقسیم نمی شود.

 25 , 12 , 5,10 ,1تومان پس بدهیم سکه های موجود  16: فرض کنید به فردی قرار است  2مثال 

 تومانی نداریم ولی این فرض را بکنید که داریم( 12تومانی است.)با اینکه ما در ایران سکه 

سکه یک  4تومانی و  12الگوریتم حریصانه فوق به این نتیجه می رسیم که باید به آن فرد یک سکه  با

 5تومانی , یک سکه  10سکه . در حالی که حل بهینه مساله فوق یک سکه  5تومانی بدهیم یعنی جمعاً 

 و یک سکه یک تومانی است.یعنی در کل سه سکه. تومانی

هر مساله خاص  ه هر الگوریتم حریصانه الزاماً حل بهینه را نمی دهد و برایاز مثال فوق نتیجه می گیریم ک

باید اثبات کنیم که آیا الگوریتم حریصانه برای آن , جواب بهینه می دهد یا خیر و این موضوع اغلب سخت 

 ترین مرحله کار است.

 کرد :با توجه به مثال های فوق می توان مراحل روش حریصانه را به این صورت بیان 

کار با یک مجموعه تهی شروع شده و به ترتیبی خاص عناصری به مجموعه اضافه می شوند .هر دور تکرار 

 الگوریتم شامل بخش های زیر است :
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معیار حریصانه انتخاب می کند . این انتخاب یک این روال عنصر بعدی را طبق یک  روال انتخاب : -1

 د.شرط بهینه را در همان برهه برآورده می ساز

در این مرحله مشخص می شود که آیا مجموعه جدید به دست آمده برای  تحقیق عملی بودن : -2

 رسیدن به حل عملی است یا خیر.

: مشخص می سازد که آیا مجموعه جدید نمونه مورد نظر را حل کرده است یا خیر .  تحقیق حل -3

در ادامه مثال هایی را بیان می کنیم که با این روش حل می شوند و در آخر مثالی را می آوریم که 

با روش حریصانه قابل حل نبوده و باید روش پویا برای حل آن استفاده کرد وبدین ترتیب روش 

ریصانه را با یکدیگر مقایسه می کنیم تا دریابیم در هر مورد بهتر است از کدام روش پویا و ح

 استفاده کرد.

 

 (prim)مثال اول : الگوریتم پریم 

در درس ساختمان داده ها خوانده ایک که درخت یک گراف بدون جهت , متصل و بی چرخه است . به 

بین هر جفت از رئوس فقط و فقط یک مسیر عبارتی دیگر درخت یک گراف بدون جهت است که در آن 

 وجود دارد.

توجه کنید در این تعریف هیچ گره ای را به عنون ریشه در نظر نمی گیریم ولی در درخت ریشه دار 

(rooted tree)  یکی از راس ها ریشه می باشد و اغلب منظور از درخت , درخت ریشه دار است . البته

 ت هایی سر و کار داریم که ریشه آن ها برای ما مهم نیست .در این قسمت فرض می کنیم با درخ

که حاوی همه , یک زیر گراف متصل می باشد  Gبرای یک گراف  (spanning tree)درخت پوشا 

بوده و همچنین یک درخت است به عبارت دیگر درخت پوشا شامل همه رئوس و   Gراس های گراف 

 وده و چرخه نیز ندارد . برخی یال های گراف است به نحوی که متصل ب
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 مثلاً برای گراف بدون جهت وزن دار زیر سه درخت پوشا را در پایین آن رسم کرده ایم.

 

 

همان طور که مشاهده می کنید یک گراف ممکن است چندین درخت پوشا داشته باشد . گراف فوق 

درخت های فوق عبارت اند درخت های پوشای بیشتری از آن چه در بالا رسم کرده ایم دارد . وزن کلی 

 از :

1+4+5+6 = 16 

1+2+3+4 = 10 

1+3+5+6 = 15 
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نشان داد :  E , Vهمان طور که می دانید یک گراف بدون جهت را می توان به صورت دو مجموعه 

G=(V , E) کهV  مجموعه رئوس وE  مثلاً برای گراف قبلی داریم :مجموعه یال ها می باشند . 

 

 

,𝑉1)در گراف بدون جهت  𝑉2)  با(𝑉2, 𝑉1)  یکسان است ولی قرارداد می کنیم که هنگام نوشتن ابتدا

 Vشامل همه رئوس  G= (V , E)برای گراف  Tراسی که اندیس کوچک تر دارد بیاوریم . درخت پوشای 

 نمایش می دهیم . پس : Fرا دارد که آنها را با  Eولی برخی از یال های می باشد

T = (V , F) , 𝐹 ∈ ⫃ 𝐸 

را نیز برابر یک راس دلخواه  Yرا برابر تهی و مجموعه رئوس  Fدر الگوریتم پریم ابتدا مجموعه یال های  

انتخاب می کنیم. بدیهی است که این  V-Yرا از مجموعه  Yقرار می دهیم.سپس نزدیک ترین راس به 

را انتخاب 𝑉2 متصل است.مثلاً در گراف زیر   Yبه راسی از مجموعه راس توسط یالی با کمترین وزن 

,𝑉1)و  Yرا به  𝑉2( را دارد . بدین ترتیب 1که کمترین یال )برابر کرده  𝑉2)  را بهF :اضافه می کنیم 
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,𝑉1)و  Yرا به مجموعه  𝑉3در قدم بعدی   𝑉3)  را به مجموعهF : اضافه می کنیم  

 

شود. البته باید عدم ایجاد  Y=Vاین عملیات افزودن نزدیک ترین رئوس را آن قدر تکرار می کنیم تا 

 چرخه نیز بررسی می گردد :

 

,Y={𝑉1را با گره های وجود در  V-Y = {V4 , V5}در مرحله فوق فاصله  𝑉2, 𝑉3 }  مقایسه کردیم و

,𝑉3)و  Yرا به  𝑉5از همه کمتر است لذا  𝑉3با گره  𝑉5دیدیم که فاصله  𝑉5)  را بهF  . اضافه کردیم 

𝑌را با گره های موجود در  𝑉4در مرحله آخر فاصله  = {𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, 𝑉5 }  مقایسه کرده و گره𝑉4  را

,𝑉3)و  Yبه  𝑉4)  را بهF .اضافه می کنیم و درخت پوشای کمینه به دست می آید 
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 به صورت زیر می توان بیان کرد :الگوریتم فوق را 

 

 ا

 باید دقت کرد که حلقه ایجاد نشود. V- Yلبته در هنگام انتخاب راس از 

 درخت پوشا وجود دارد .  nn-2راس به تعداد   n  با  Knدر یک گراف کامل  نکته :

گوریتم پریم در هر مرحل فاصله هر گره با گره های قبلی مقایسه می شود پس بدیهی از آنجا که در ال

 تعداد رئوس گراف است. nمی باشد که  θ(𝑛2)است که از مرتبه 

𝜃(n2 )مرتبه اجرای الگوریتم پریم: 
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این هر چند که الگوریتم حریصانه اغلب ساده تر از الکوریتم های پویا هستند ولی معمولاً مشخص کردن 

که آیا این الگوریتم حریصانه همواره جواب بهینه را می دهد دشوار بوده و نیاز ه اثبات رسمی دارد .در 

کتاب نیپولیتان قضیه ای اثبات شده است که نشان می دهد الگوریتم پریم همواره یک درخت پوشای 

 کمینه را تولید می کند.

 

  (kruskal)مثال دوم : الگوریتم کروسکال 

گوریتم نیز مشابه الگوریتم پریم برای یافتن درخت پوشای کمینه یک گراف به کار می رود.در این این ال

ا به ترتیب انتخاب یال ها از کمترین وزن به بیشترین وزن مرتب می شوند سپس یال هالگوریتم ابتدا 

 حلقه کند کنار گذاشته می شود . شده و اگر یالی ایجاد

عملیات هنگامی خاتمه می یابد که تمام راس ها به هم وصل شوند یا این که تعداد یال های موجود در 

f   برابرn-1 .شود که تعداد راس ها است 

در برخی کتاب ها این روش با نام راشال مطرح شده است . شکل زیر مراحل کار برای یک گراف 

 شخصی را نشان می دهد.
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باشد زمان  eوریتم کروسکال مربوط به مرتب سازی یال هاست پس اگر تعداد یال زمان در الگ بیشتر

 خوهد بود. 𝜃(elge)این الگوریتم از مرتبه 

)تعداد رئوس ( ندارد . ولی همان طور که می دانید  nممکن است به نظر برسد که این زمان بستگس به 

ت که گراف کامل باشد و بین هر دو راس یک و در بدترین حال n-1در بهترین حالت تعداد یال ها برابر 

مسیر مستقیم داشته باشیم تعداد یال ها برابر 
𝑛(𝑛−1)

2
 خواهد بود یعنی : 

 

 

یعنی گراف نسبتاً خلوت بوده و یال کمی داشته باشد : الگوریتم نزدیک به کران پایین باشد  eپس اگر 

 کروسکال از مرتبه رو به رو است :
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 نزدیک به کران بالا باشد یعنی گراف نسبتاً پر باشد و یال های زیادی داشته باشد : eو اگر 

 

 خلاصه آنکه 

 

 

پس اگر گرافی یال های کمی دارد بهتر است از روش کروسکال و اگر یال های زیادی دارد بهتر است از 

 روش پریم استفاده کنیم.

 می توان اثبات کرد که الگوریتم کروسکال همواره یک درخت پوشای کمینه ایجاد می کند. تذکر :

 

 

 

 شکل زیر مراحل الگوریتم فوق را برای یک گراف فرضی نشان می دهد :
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 V1محاسبه کوتاه ترین مسیر از  -1

 

 

 Yرا به  𝑉5می باشد و بدین دلیل  V1را انتخاب ی کنیم چرا که نزدیک ترین راس به  𝑉5ابتدا راس  -2

>و  V1, 𝑉2  اضافه ی کنیم. Fرا به  <

 

 

کوتاه ترین  𝑉4را انتخاب می کنیم چرا که  𝑉4به عنوان واسطه گره  𝑉5حال با در نظر گرفتن گره  -3

 ( دارد.𝑉5را )به کمک گره  𝑉1مسیر تا 
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,𝑉4}را انتخاب می کنیم چرا که با واسطه گری  𝑉5راس  -4 𝑉5  }  کوتاه ترین مسیر از𝑉1 .را دارد 

 

 

مسیر  𝑉2به  𝑉1را انتخاب می کنیم و می بینیم که کوتاه ترین مسیر از  𝑉2در آخر نیز  -5

[𝑉1, 𝑉5, 𝑉4, 𝑉2 ]  است .لذا𝑉2  را بهY  و آخرین یال مسیر مذکور یعنی< V4, 𝑉2  Fرا به  <

 اضافه می کنیم.
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 مثال چهارم : الگوریتم هافمن :

,𝐴𝑛عنصر اطلاعاتی  nکنید می خواهید فرض می  … . 𝐴2, 𝐴1  را به وسیله رشته هایی از بیت ها به

بیتی  rصورت کد درآوریم . یک راه ساده برای این منظور آن است که هر عنصر را به وسیله یک رشته 

 کد گذاری کنیم که در آن 

2r−1  < 𝑛 < 2𝑟 

 است. در این حالت طول کد همه عناصر با هم یکسان

 کاراکتر حداقل به چند بیت نیاز داریم ؟ 48برای کد گذاری  :مثال 

32 =  25  < 48 ≤ 26 = 64 → 𝑟 = 6 

 بیت نیاز داریم . 6پس حداقل به 

با احنمال مساوی اتفاق نمی افتد آنگاه می توان با استفاده از رشته  حال فرض کنید عنصر های اطلاعاتی

 های با طول متغیر در مصرف حافطه صرفه جویی کرد .
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به این ترتیب که عناصری که اغلب ظاهر می شوند با رشته های کوتاهتر و عناصری که به ندرت ظاهر می 

می توان از الگوریتم دن این کدهای با طول متغیر شوند با رشته های بزرگ تر نشان داده شوند.برای پیدا کر

 های هافمن استفاده کرد.

 الگوریتم هافمن را با مثال زیر شرح می دهیم.

 عنصر اطلاعاتی با وزن های مشخص شده هستند. A,H,G,F,E,D,C,B,Aفرض کنید 

 

 

می خواهیم درخت با حداقل طول مسیر وزن داده شده را با استفاده از اطلاعات بالا و الگوریتم هافمن 

 ترسیم کنیم. 

شکل زیر مراحل کار را نشان می دهد . در هر مرحله دو درختی که ریشه مینیمم دارند را با هم ترکیب می 

 سمت چپ قرار می گیرد. کنیم )وزن آن ها را با هم جمع می کنیم( . گره با وزن کمتر
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 اگر همین طور الگوریتم را ادامه دهید شکل نهایی به صورت زیر می شود :

 درخت هافمن
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 همان طور که مشاهده کردید درخت عافمن از پایین به بالا )از برگ ه ریشه ( ساخته می شود.

 

مثال قبلی را در نظر بگیرید . فرض کنید وزن ها  H, G, F, E , D, C ,B, Aعنصر اطلاعاتی  : 8مثال 

آنگاه درخت این عناصر با حداقل طول مسیر وزن هر می شوند .ظانمایش درصد احتمالی باشند که عنصرها 

و به شاخه های سمت  0داده شده را با الگوریتم هافمن می سازیم و سپس به شاخه های سمت چپ بیت 

 را نسبت می دهیم. 1راست 
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برای پیدا کردن کد هر عنصر از ریشه تا آن عنصر حرکت کرده و بیت های مشاهده شده را می حال 

 نویسیم:

 

که احتمال ظهور  Bدارد با رشته دو بیتی ولی  %25که احتمال ظهور  Gهمان طور که مشاهده می کنید 

 بیتی نشان داده شده است. 5دارد با رشته  5%

 

تمام می شود . در این حالت زمان کل در   15در زمان  P2داده شده و  P2پردازنده به  5یعنی مثلاً در زمان 

 برنامه برابر است با : 3سیستم یا به عبارت دیگر جمع زمان برگشت 

5 + 15 +19 = 39 
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شد , یعنی ابتدا با SJF (Shortest job First)همان طور که سیستم عامل خوانده اید اگر عامل زمانبندی 

 به کوتاه ترین کارها سرویس دهیم , جمع زمان برگشت )یا زمان کل در سیستم ( حداقل خواهد بود .

 سرویس دهی شوند , خواهیم داشت : [P3,P1,P2]در مثال فوق اگر به ترتیب 

 

 ابتدا برنامه ها را به صورت صعودی مرتب می کنیم  :

{1,2,2,4,7,8,13}  

کارش را زودتر  CPU1می دهیم.بدیهی است که  CPU2و دومین کار را به  CPU1سپس اولین کار را به 

 می دهیم و الی آخر . CPU1تمام می کند . لذا کار سوم را به 

 

 

 را در مرحله آخر عوض کنیم : 13و  8ولی اگر ترتیب 
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 داشته با بهره و مهلت داده شده را در نظر بگیرید : 1چهار کار زیر که همگی طول اجرای  مثال :

 

معادل آن به  25شروع شود , بهره  2یا زمان  1در زمان  3است یعنی اگر کا  2برابر  3اینکه مهلت کار 

ای را نمی دهد در  یا بیشتر آغاز شود غیر قابل قبول بوده و بهره 3دست می آید و اگر بخواهد در زمان 

 می باشد . 1مثال فوق فرض می کنیم زمان صفر نداریم و شروع زمان 

 و نیز بهره های به دست آمده عبارت اند از برای مثال فوق انواع زمانبندی های ممکن 
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امکان پذیر نیست زیرا   [4 ,1]در جدول فوق زمانبندی های غیرممکن نوشته نشده اند . مثلاض زمانبندی 

تمام شده و نمی تواند اجرا گردد.هدف از این مثال به دست آوردن  4اجرا شود دیگر مهلت کار  1اگر کار 

 است. 70با بالاتریت بهره کل  [4,1]زمانبندی 

اگر بخواهیم همه زمانبندی های ممکن را در نظر بگیریم الگوریتمی ار مرتبه ی فاکتوریل خواهد بود که 

 یلی زمان بر است لذا الگوریتمی حریصانه و بسیار سریع تر معرفی می کنیم.خ

 

 بهترین زمان بندی برای جدول زیر را جهت به دست آوردن حداکثر بهره بیان کنید. مثال :

 

 

 حل : جدول فوق بر اساس بهره های نزولی مرتب شده است.
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همواره یک مجموعه بهینه را تولید می کند . اثبات  قضیه : الگوریتم حریصانه ای که در بالا شرح دادیم ,

 قضیه فوق الذکر در کتاب نیپولیتان آمده است.

کار بر اساس بهره است که به زمان  nکارهایی که در الگوریتم فوق صورت می گیرد یکی مرتب کردن 

𝜃nlgn .نیاز دارد 

بوده و بر   𝜃(n2) ا که از مرتبه دیگری بررسی امکان پذیر بودن مجموعه پدید آمده در همه مرحله ه

 برتری دارد لذا nlgnطمان 
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  (Knapsack)مثال هشتم : مساله کلاسیک کوله پشتی 

را دارد و  Wدزدی با کوله پشتی خود وارد جواهر فروشی می شود . کوله پشتی او تحمل حداکثر وزن 

 بیشتر از آن را پاره می شود.

𝑊𝑖)هر قظعه جواهر وزن  𝑃𝑖)و ارزش  (  معینی دارد. مساله مهم دزد انتخاب قطعاتی است که حداکثر  ( 

 بیشتر نشود و این مساله کلاسیک کوله پشتی است. Wارزش را داشته باشد و نیز جمع وزن آنها از حداکثر 

م قطعه را در نطر بگیری  nیک راه حل ساده و غیر هوشمندانه آن است که همه زیر مجموعه های ممکن از 

باشد  Wو با مقایسه کردن همه آنها حالتی را در نظر بگیریم که بیشترین ارزش را داشته و جمع وزن آن ها 

است لذا این الگوریتم از مرتبه نمایی است و ما دنبال راه حل  2n. از آنجا که تعداد این زیر مجموعه ها 

 سریع تری هستیم.

تا ممکن است به نظر برسد یک راه حل حریصانه آن است که قطعاتی با ارزش بیشتر را زودتر برداریم 

برسد . ولی با مثال های ساده ای می توان نشان داد که این روش غلط  Wهنگامی که جمع وزن آن ها به 

 است .مثلاً سه قطعه با وزن و ارزش های زیر را در نظر بگیرید :

 

 

میلیون  10کیلوگرم باشد . در این حالت دزد فقط قطعه اول را برمی دارد که  W=30اکثر فرض کنید حد

میلیون تومان می  18تومان به دست می آورد . در حالی که اگر قطعات دوم و سوم را برمی داشت صاحب 

 شد.
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وزن مرتب کرده یک راه حل حریصانه دیگر آن است که قطعات را به ترتیب افزایش ارزش آنها به ازای واحد 

 و سپس آنها را به ترتیب انتخاب می کنیم.

 W=30برای جدول زیر و برای حداکثر 
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 فصل ششم

 تکنیک عقبگرد
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 (Backtracking)مفهوم تکنیک عقبگرد 

توی این غار هنگامی که به بن بست می رسید  1000فرض کنید در غار علی صدر قایقرانی می کنید و در 

باید از همان راهی که آمده اید بازگردید و بر سر دوراهی ها مسیر خود را عوض کنید . حال اگر بر سر برخی 

دو راهی ها تابلویی وجود داشته باشد که به شما بگوید انتهای این مسیر بن بست است آنگاه صرفه جویی 

 زیادی در وقت خوذ خواهید کرد.

قطعه بود  nزیرمجموعه برای   2n, یک راه غیر هوشمندانه تولید تمام  1 ,0مثلا در مورد مسله کوله پشتی 

های بزرگ بسیار زمان بر است. ولی اگر هنگام تولید این زیرمجموعه ها بتوانیم از علائمی  nکه برای 

استفاده کنیم که به ما بگویید تولید بسیاری از این زیر مجموعه ها لازم نیست , آنگاه در وقت صرفه جویی 

 زیادی می کنید.

است. الگوریتم های  Backtrackingاین تکنیک همان الگوریتم عقبگرد , پس گرد , پی جویی به عقب یا 

 عقبگرد اغلب برای بسیاری از نمونه های بزرگ موثر می باشد اما نه برای همه نمونه ها.

یک مجموعه مشخص انتخابب  روش عقبگرد برای حل مسائلی به کار می رود که در آن دنباله ای از اشیا از

 کند.می شود. به گونه ای که این دنباله ملاک و قانونی خاصی رعایت 

است.در این مساله  (n-queen problem)وزیر  nمشهورترین مساله کلاسیک برای این تکنیک , مساله 

دیگری را  به گونه ای قرار دهیم که هیچ وزیری نتواند n*nوزیر را در یک صفحه شطرنج  nمی خواهیم 

 تهدید کند . یعنی هیچ دئ مهره ای نباید در یک سطر , ستون یا قطر یکسان قرار گیرند.

موقعیت در  n2مکانی است که وزیرها قرار می گیرند و مجموعه  nوزیر منظور از دنباله  nدر این مسئله 

 آن است که هیچ دو وزیری همدیگر را تهدید نکنند. (criterion)و ملاک و قانون صفحه شطرنج 

تکنیک عقبگرد در واقع حالت اصلاح شده ای از جستجوی عمقی یک درخت است.بحث جستجو و پیمایش 

درخت ها را به طور مفصل در درس ساختمان داده ها خوانده ایم. در اینجا جهت یادآوری پیمایش 
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preorder است( را یادآوری می کنیم.در این پیمایش ابتدا ریشه و  یک درخت ) که نوعی پیمایش عمقی

 سپس فرزندان آن )عموما به ترتیب از چپ به راست ( پیمایش می شوند.

 گشتی زیر این پیمایش را انجام می دهد.زتابع با

 

 

 شماره گذاری شده اند : preorderمثلاً در درخت شکل زیر گره ها به ترتیب پیمایش عمقی 

 

 

در جستجوی فوق آن است که اغلب از جستجوی همه حالات ممکن خودداری شده و حالات و نکته مهم 

 شاخه هایی که بنا به دلایلی منجر به پاسخ مورد نظر نمی شوند , حذف می گردند.
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 مثال اول : قفل رمزی

د. می دار (0)و یا باز  (1)کلید دیجیتالی است که هر کلید فقط دو حالت بسته   nیک قفل رمزی شامل 

حالت مختلف را پدید می آورند و این قفل تنها با یک حالت که همان   2nکلید دیجیتالی تعداد  nدانیم که 

 رمز است باز می شود.

حالت  8. در حالت معمولی باید باشد و ما رمز را فراموش کرده باشیم n = 3فرض کنید در یک مساله ساده 

بوده می توان سریع تر به  1ممکن را بررسی کنیم ولی مثلاً اگر یادمان باشد که این رمز شامل دو رقم 

 جواب رسید .

معروف است تمام حالت های مختلف را نشان  (state space tree)درخت زیر که به درخت فضای حالت 

 می دهد:

 

 

ا مسیر بسته نقطه چین مشخص ساخته ایم را بررسی نمی کنیم و بدین ترتیب قسمت هایی از درخت فوق ب

 قلمرو و فضای پاسخ را کوچک تر و محدودتر می کنیم.
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 وزیر nمساله دوم : مساله 

وزیر را در  nهمان طور که قبلاً گفتیم در این مسئله می خواهیم تمامی حالاتی را پیدا کنیم که بتوان 

قرار دارد به نحوی که هیچ دو وزیری یکدیگر را تهدید نکنند . می دانید که صفحه  n*nصفحه شطرنج 

 در نظر می گیریم. 4را برابر  nسادگی می باشد. در ابتدا جهت  8*8شطرنج استاندارد 

تمامی حالات ممکن چیدن مهره  n=4یک راه حل روشن ولی غیر هوشمندانه آن است که مثلاً برای حالت 

)کنیم . ولی تعداد این حالات  ها را آزمایش
16
4
 می شود. 1820بوده که  (

اولین حرکت برای بالا بردن کارایی این است که می دانیم هیچ دو وزیری نمی توانند در یک سطر قرار 

خانه استفاده کنیم که  4بگیرند . لذا می توانیم برای ثبت محل قرارگیری وزیرها از آرایه یک بعدب با 

 (2,4,1,3)شماره ستون محل قرار گیری وزیر در سطر مورد نظر را نشان می دهد.مثلاً محتویات هر خانه 

 متناظر شکل زیر بوده و یک جواب قابل قبول می باشد :
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 برگ دارد را در زیر رسم کرده ایم : 256بخشی از درخت فضای حالت مثال فوق , که در کل 

 

 

ام قراردارد .هر یک از مسیرها از ریشه  jام و ستون  iبه این معناست که وزیر در ردیف  <I , j >زوج مرتب 

 به برگ یک حل کاندید است مانند مسیرهای زیر :
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ولی با توجه به دو نکته می توان بخش های زیادی از درخت فوق را کنار گذاشت.یکی آنکه هیچ دو وزیری 

را بررسی نمی کنیم . دوم  < 1, 2> در درخت فوق زیر شاخه های نمی توانند در یک ستون باشند لذا مثلاً

باشد دیگر زیر شاخه  < 1,1>در یک قطر باشند پس اگر وزیر اول در خانه آنکه هیچ دو وزیری نمی توانند 

 را بررسی نمی کنیم. <2, 2>های 
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واقعی در شکل های زیر نشان داده  4*4مفهوم واقعی درخت فوق و بررسی های مذکور در صفحه شطرنج 

 شده است.
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 را در قطر سمت چپ خود تهدید می کند و داریم : 3, سطر  6در این شکل وزیر سطر 

Col (6) – Col(3) = 4-1 = 3 = 6 -3 

 را در قطر سمت راست خود تهدید می کند و داریم : 2, وزیر سطر  6همچنین وزیر سطر 

Col(6) – col(2) = 4-8 = -4 = 2-6 

 ام را تهدید می کند که شرط زیر برقرار باشد . kام به شرطی وزیر در سطر  iپس وزیر در سطر 

 

 شرط فوق را به کمک تابع قدر مطلق می توان به صورت زیر نوشت :
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 وزیر را می توان به صورت زیر نوشت : nبا توجه به توضیحات داده شده الگوریتم عقبگرد برای مساله 

وزیر در  nو خروجی آن همه راه های ممکن جهت قرار دادن  nورودی این الگوریتم عدد صحیح و مثبت 

 است به گونه ای که هیچ دو وزیری یکدیگر را تهدید نکنند. n*nیک صفحه شطرنج 

نمایانگر  col[i]بوده و  nتا  1است که اندیس های این آرایه از  colهر خروجی آرایه از اعداد صحیح به نام 

 ام در آن قرار می گیرد. iستونی است که وزیر سطر 

 

 

در بالاترین سطح صدا زده می شود . خروجی الگوریتم فوق برای  queens(0)الگوریتم فوق به صورت 

n=4 : به صورت زیر خواهد بود 
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3 1 4 2 

2 4 1 3 

 

 مثال سوم : رنگ آمیزی گراف :

در این مساله می خواهیم تمام راه های ممکن جهت رنگ آمیزی گره های یک گراف بدون جهت را با 

رنگ متفاوت پیدا کنیم به گونه ای که هیچ دو راس مجاوری هم رنگ نباشند . توجه  mاستفاده از حداکثر 

 کنید هدف رنگ کردن داخل گره ها است و نه فضای بین یال ها.

 یر :در گراف شکل ز مثال :

 

 3نمی توان با دو رنگ متفاوت گراف را به گونه ای رنگ آمیزی کرد که رئوس مجاور هم رنگ نباشند.ولی با 

 رنگ متفاوت این کار امکان پذیر است و یکی از راه های مکن عبارت است از :
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دارند.مثلاً یک حل وجود دارد که فقط در شیوه جابه جایی رنگ ها با هم فرق  6البته برای حل مسئله فوق 

 حل دیگر عبارت است از :

 

یک کاربرد مهم حل این مساله , رنگ آمیزی نقشه ها است ولی قبل از آن لازم است مفهوم گراف مسطح 

 شرح داده شود .

گرافی را مسطح می گوییم به شرطی که آن را بتوان در یک صفحه به گونه ای رسم کرد که هیچ دو یالی 

 . مثلاً گراف شکل زیر )سمت چپ مسطح است( :همدیگر را قطع نکنند 
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صدا زده می شود . تعداد گره ها در درخت فضای حالت  m_coloring(0)تابع فوق در سطح بالا به صورت 

 الگوریتم فوق برابر است با :

 

 

 مثال چهارم : مساله حاصل جمع زیر مجموعه ها

داریم.هدف پیدا کردن تمامی زیر  Wو یک عدد صحیح مثبت  Wiعدد صحیح مثبت  nدر این مساله 

 است. Wمجموعه هایی از این اعداد صحیح می باشد که حاصل جمع آنها برابر 

w1  11مقادیر زیر w=21و  n=5مثال برای  = 5 ,        𝑤2 = 6 ,       𝑤3 = 10 ,        𝑤4 =

    𝑤5 = 16 
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 : حل 

 مسئله شامل جواب های زیر است :

 

,𝑤3}پس الگوریتم باید مجموعه های  w4}و {w1, w5} و{w1, w2, w3}  . را به عنوان خروجی بدهد

 مسائلی مانند فوق را می توان به کمک ترسیم درخت فضای حالت و تکنیک عقبگرد حل کرد.

𝑤3ومقادیر  w=6و  n=3مثال : برای  = w2و  5 = 4,w1=1  : درخت فضای حالت به شکل زیر است 

 

 w=6اگر داخل گره های درخت فوق جمع اوزان انتخاب شده تا آن گره را بنویسیم با توجه به مقادیر 

،w2 = 4,w1=1  و𝑤3 =  درخت فضای حالت زیر را به دست خواهیم آورد : 5
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,w1}مسئله فوق یک جواب  w2} .دارد 

به  ام iی در سطح نباشد گره ا Wمساوی  weightوزن های بعدی آن نیز چنین خواهند بود. لذا اگر 

 شرطی غیر امید بخش است که داشته باشیم :

𝑤𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡 + 𝑤𝑖+1 > 𝑤 

یک ویژگی دیگر نیز برای بررسی غیر امید بخش بودن یک گره می توان بیان کرد.اگر در یک گره معین 

برابر نکند در این حالت  w، آن را حداقل با  𝑤𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡اضافه کردن همه وزن های قطعات باقی مانده به 

برابر  Totalمساوی نمی شود. به عبارتی دیگر اگر  Wدر سطح بعدی آن گره هیچ گاه با  𝑤𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡مقدار 

 های باقیمانده باشد یک گره در صورتی غیرامید بخش است که داشته باشیم. 𝑤𝑖مجموع 

𝑤𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡 + 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 < 𝑤 

𝑤5   و مقادیر  w=13و  n=4برای  مثال : = 16 

w1 = 3 ,        𝑤2 = 4 ,       𝑤3 = 5 ,        𝑤4 = 6  



139 
 

درخت فضای حالت هرس شده با در نظر گرفتن دو شرط گفته شده در فوق )جهت بررسی امیدبخش بودن 

گره دارد و درخت هرس شده  31گره ها(به صورت زیر خواهد بود. توجه کنید که کل درخت فضای حالت 

 گره است : 15زیر دارای 

 

𝑤𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡به خاطر شرط  9 , 8 , 12گره های حاوی اعداد  + 𝑤𝑖+1 > 𝑤  غیر امید بخش هستند . گره

𝑤𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡به خاطر شرط  7,3,4,0های حاوی اعداد  + 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 < 𝑤  .غیر امید بخش می باشند 

و   nتا  1دارای اندیس های  wآرایه صعودی از اعداد صحیح مثبت   nورودی این برنامه عدد صحیح مثبت 

است به گونه ای که  wاست خروجی این برنامه تمامی ترکیبات اعداد داخل آرایه  wعدد صحیح مثبت 

 سراسری هستند. include , W,w,nگردد . متغیرهای  wحاصل جمع آن ها برابر 
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شود که در ابتدا  صدا زده می  sum_of_subsets (0,0,total)تابع اصلی در سطح بالا به صورت 

𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 =  ∑ 𝑤[𝑗]𝑛
𝑗=1 .می باشد 

 در بدترین حالت تعداد گره هایی که در درخت فضای حالت الگوریتم فوق جستجو می شوند برابر است با :

 

هر چند که در موارد زیادی تعداد واقعی گره های مورد بررسی از حداکثر فوق کمتر است ولی به هر حال 

مرتبه نمایی است و ممکن است در شرایطی لازم باشد همه گره ها بررسی شوند. مثلاًً در الگوریتم فوق از 

 حالتی که داشته باشیم :

∑𝑤𝑖 < 𝑊              ,              𝑤𝑛 = 𝑊

𝑛

𝑗=1

 

 داشته و برای یافتن آن باید همه گره ها بررسی شوند. { 𝑤𝑛}آنگاه مساله فقط یک جواب 
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 فر و یک با تکنیک عقبگردحل مساله کوله پشتی ص

در کتاب نیپولیتان مساله کوله پشتی صفر و یک به شیوه عقبگرد نیز حل شده است که مطالعه آن را بر 

 عهده دانشجویان قرار می دهیم.

در اینجا فقط این نکته را یادآوری می کنیم که حل این مساله با روش برنامه نویسی پویا از مرتبه 

𝑂(𝑀𝑖𝑛 (2𝑛 , 𝑛𝑊)  بوده و در روش عقبگرد در بدترین حالتθ(2𝑛) .گره را چک می کند 

تصور شود که تکنیک پویا به تکنیک به تکنیک عقبگرد در این مساله ارجحیت  nWممکن است به خاطر 

نشان دادند که در مساله کوله پشتی  1978دارد ولی با اجرای واقعی روی کامپیوتر هورویتز و شانی در سال 

 صفر و یک روش عقبگرد معمولاً بازدهی بیشتری نسبت به روش پویا دارد.

با ترکیب روش تقسیم و حل و روش برنامه نویسی پویا الگوریتمی  1974سال همچنین هورویتز و شانی در 

θ(2را مطرح کردند که در بدترین حالت به 
𝑛
2⁄ تعلق داشت و نشان دادند این الگوریتم اغلب بازدهی  (

 بیشتری نسبت به الگوریتم عقبگرد دارد.
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 فصل هفتم

 NPآشنایی با نظریه 
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  NPو  Pمسائل 

P  عبارت از تمامی مسائل تصمیم گیری می باشد که به کمک الگوریتم هایی از مرتبه چند جمله ای قابل

 )چند جمله ای ( است. Polynomialمخفف   Pحل هستند . 

هستند.مسائل  pبه عنوان مثال تعیین کنید اینکه آیا کلید خاص در آرایه ای وجود دارد یا خیر از نوع مساله 

و حساب پرزبرگر اثبات شده اندکه  haltingند.از طرف دیگر مسائل اندکی مثل مساله هست pزیادی جزو 

 نمی باشند. pجزو 

هستند یا خیر مانند  pنکته جالب آن است که مسائل زیاد دیگری وجود دارد که نمی دانیم آیا جزو دسته 

 مساله تصمیم گیری فروشنده دوره گرد.

شنده دوره گرد می توان الگوریتمی شبیه زیر نوشت که تصدیق کند مثلاً در مورد مساله تصمیم گیری فرو

و رشته  d، عدد  Gرا دارد یا خیر . ورودی این الگوریتم ، گراف  dآیا تور پیشنهادی وزن کوچکتر یا مساوی 

S  : حاوی تور ادعا شده است 

 

یک الگوریتم غیرقطعی است که مرحله تصدیق آن زمان  NPتعریف : الگوریتم چند جمله ای غیرقطعی یا 

 چند جمله ای می باشد.

مجموعه تمامی مسائل تصمیم گیری است که  NP (Nondeterministic Polynomial)منظور از 

 توسط الگوریتم های چند جمله ای غیرقطعی قابل حل هستند.
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، بلکه مخفف  )غیر چند جمله ای( نیست Nonpolynomialمخفف  NPتذکر مهم : 

Nondeterministic Polynomial .چند جمله ای غیرقطعی( است( 

است چرا که عمل تصدیق آن را در زمان چند جمله  NPمساله تصمیم گیری فروشنده دوره گرد یک مساله 

ای صورت می گیرد ، البته ذکر این نکته بسیار ضروری است که معنای جمله فوق این نیست که الزاماً 

 می با زمان چند جمله ای برای حل مساله داریم.الگوریت

 طبقه بندی کردن الگوریتم ها است. NPو  Pهدف از تعاریف 

می توان اثبات کرد که مسائل تصمیم گیری فروشنده دوره گرد ، کوله پشتی صفر و یک و رنگ آمیزی 

بوده ولی  NPشده جزو  هستند .همچنین هزاران مساله دیگر وجود دارند که اثبات NPگراف همگی از نوع 

هیچکس تاکنون نتوانسته برای حل آن ها الگوریتم هایی چند جمله ای بیان کند . بدیهی است که مسائل 

P  را می توان در زمان چند جمله ای حل کرد و لذا مرحله تصدیق آن ها نیز به سادگی چند جمله ای

 شکل زیر می توان طبقه بندی کرد :خواهد بود .بنابراین تمامی مسائل تصمیم گیری را به صورت 

 

نیستند.نکته  NPو حساب پرزبرگر در  haltingمسائلی که بغرنج بودن آنها به اثبات رسیده نظیر مساله 

است و یا برعکس  P = NPجالب دیگر آن است که تاکنون کسی نتوانسته است اثبات کند که آیا 

𝑁𝑃 ≠ 𝑃 پرسش های بی پاسخ در علم کامپیوتر است. می باشد و این در واقع یکی از مهم ترین 
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 P = NPمی باشند و بنابراین اگر  NPاین سوال از آن جهت اهمیت دارد که اکثر مسائل تصمیم گیری جزو 

باشد برای اکثر مسائل تصمیم گیری ، می توان الگوریتم های چند جمله داشت . البته بسیاری از دانشمندان 

 باشد. NP = Pشک دارند که 

Complete-hard , NP-NP  

در کتاب نیپولیتان آمده است  (NP_hard)سخت  NPو  (NP-Complete)کامل  NPشرح کامل مسائل 

 که به عنوان تحقیق و مطالعه بر عهده دانشجویان قرار می دهیم.

≠ 𝑃باشد شکل سمت چپ زیر و اگر  P = NPدر اینجا خیلی خلاصه بیان می کنیم که اگر  𝑁𝑃  باشد

 شکل سمت راست زیر را خواهیم داشت :

 

≠ 𝑃یعنی اگر  𝑁𝑃   باشد آنگاهNP = ∅  کامل𝑃 ∩  است. همچنین هر مسالهNP  ، کاملNP  سخت

 سخت است. NPکامل زیر مجموعه  NPنیز می باشد یعنی 

 

 

 


