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PREFACE.

Ces legons ont été professées en 1905-1906, pour répondre au programme
spécial d’Analyse Mathématique de I’Agrégation. Elles ont été autographiées a
la demande de mes étudiants, et rédigées par I'un d’eux.

Peut-étre pourront-elles étre utiles aux étudiants désireux de s’initier a la
géométrie supérieure, et leur étre une bonne préparation a I’étude des livres de
M. Darboux et des mémoires originaux.

J’ai supposé connus seulement les principes les plus simples de la théorie du
contact ; j’ai repris les points essentiels de la théorie des courbes gauches et de
la théorie des surfaces, en mettant en évidence le role essentiel des formules de
Frenet et des deux formes quadratiques différentielles de Gauss.

L’objet principal de mes lecons était 1’étude des systémes de droites, et
leur application & la théorie des surfaces. Il était naturel d’y joindre 'étude
des systemes de sphéres, que j’ai poussée jusqu’aux propriétés élémentaires,
si attrayantes, des systémes cycliques de Ribaucour. J’ai insisté sur la corres-
pondance des droites et des spheéres, je I'ai éclairée par I'emploi des notions
d’éléments de contact et de multiplicités, qui est également utile dans la théo-
rie des congruences de droites; j’ai montré comment elle se traduisait par la
transformation de contact de Lie.

J’ai cherché a développer les diverses questions par la voie la plus naturelle
et la plus analytique ; voulant montrer a mes éléves comment la recherche mé-
thodique, la discussion approfondie des questions méme les plus simples, ’étude
attentive et l'interprétation des résultats conduisent aux conséquences les plus
intéressantes.

Le 1°" Juin 1906.
E. VESSIOT.
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CHAPITRE PREMIER.

REVISION DES POINTS ESSENTIELS DE LA THEORIE DES
COURBES GAUCHES ET DES SURFACES DEVELOPPABLES.

I. COURBES GAUCHES.

Triédre de Serret-Frenet.

1. Les coordonnées d'un point d’une courbe gauche peuvent s’exprimer en
fonction d’'un paramétre ¢

Nous considérerons dans une telle courbe la tangente, qui a pour parameétres di-

tours 22, W B 16 lat | contient la tangente ( 22, W &
recteurs —, —, — et le plan osculateur qui contient la tangente | —, —, —
dt’ dt’ dt b a 8 dt’ dt’ dt
d*x d*y d*z
et 'accélération | —, —, — | et dont par suite les coefficients sont les dé-
FTERTERT P

terminants du deuxiéme ordre déduits du tableau

de dy dz
dt dt dt
d*x  d*y d*z
ez der d?

Remarque. Si on change de parameétre, en posant t = p(u), I'accélération
1 >z d*y d*z
nouvelle <du2’ T2 g2
Considérons en un point M d’une courbe la tangente MT, la normale située
dans le plan osculateur, ou normale principale MN, et la normale MB perpen-
diculaire au plan osculateur, ou binormale. Ces trois droites forment un triédre
trirectangle que nous appellerons triedre de Serret ou de Frenet. L'une de ses
faces, celle déterminée par la tangente et la normale principale, est le plan os-
culateur ; celle déterminée par la normale principale et la binormale est le plan
normal ; enfin celle déterminée par la tangente et la binormale s’appelle le plan
rectifiant.
Prenons sur la courbe une origine des arcs quelconques, et un sens des arcs
croissants également quelconque. La différentielle de I'arc s est donnée par la
formule

) est toujours dans le plan osculateur.

ds? = dz’ + dy® + d2°
ds dz\? dy 2 dz\>
= 4 - -7 -
dr \/(dt) +<dt> +(dt>
de\?  [dy\® [dz\’
ar & =) =1
()« (@) () -

d’ou

et
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dx dy dz
I s’ ds sont ainsi les cosinus directeurs d’une des directions de la tangente,
s ds’ ds
celle qui correspond au sens des arcs croissants ; soient a, b, ¢ ces cosinus direc-
teurs, nous avons
(1) dx b dy dz
a=— == c=—.
ds’ ds’ ds
Nous prendrons sur la normale principale une direction positive arbitraire de
cosinus directeurs a’,b’, ¢’ et sur la binormale une direction positive de cosinus
directeurs a”,b”, ¢ telle que le triédre constitué par ces trois directions ait méme

disposition que le triedre de coordonnées. On a alors

a b c
a b di=1
a// b// C//

et chaque élément de ce déterminant est égal a son coefficient.

Formules de Serret-Frenet.

2. 1l existe entre ces cosinus directeurs et leurs différentielles des relations
importantes. Nous avons en effet

A +b+cf=1

d’ou en dérivant par rapport a s

Mais d’apreés les relations (1) on a

da d?x db @ de  d?z

ds  ds? ds ds*’  ds  ds?

et la relation précédente s’écrit :

d*x
Z a i 0.
La direction de coefficients directeurs
d*x A’y d*z da db dc
ds?’ ds2’ ds2 0 ds’ ds ds
est donc perpendiculaire a la tangente ; d’autre part elle est dans le plan oscu-
lateur, c¢’est donc la normale principale, et on a des relations de la forme :

da 1 , d 1, de 1,

(2) s R’ & ®RY &R

1
On en déduit, pour le facteur R

(3) = a o
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De ces relations on tire, en multipliant par a”,b”, ¢’ et ajoutant

Za"% =0.
Zaa":()

D’autre part on a

d’out en dérivant

Zaﬁil—l—Za”%:O

et par suite

On a d’ailleurs

d’ou

et les deux relations précédentes montrent que la direction

da// db// dcl/

45 ds ds ot

perpendiculaire & la tangente et a la binormale. C’est donc encore la normale

principale, et on a des relations de la forme :
da" 1 , db" 1

(4) 5T G TT

/

1
On en déduit, pour le facteur T

1 da"
5 — = ! )
(5) T Z “ ds
Enfin de la relation
Z ada" =0

on tire

Z a/ di// _I._ a” d_a/
ds ds

Za//%:_za/%:

ou

De la relation

on tire de méme

da” yda
ds “ ds
et enfin de
Z a?=0
on tire .
a’ da’ =0

a1,
—=—=C.
ds T
=0,

1

T

1

R?
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0 si trois 6quati da' db dc
n a ainsi trois équations en —, —, —,
q ds’ ds’ ds

da’ 1

a— =——=,

ds R

da’
/
= 0
Za ds ’
da’ 1
" _
Z “ ds T’
et Ion en tire

da a a’ a’ b v dd ¢
ds R T ds R T ds R T

Les trois groupes de relations (2), (4), (6) constituent les formules de Serret
ou de Frenet.

Courbure et torsion.

3. Interprétation de R. Considérons le point ¢t de coordonnées a, b, c. Les
formules (2) expriment une propriété de la courbe lieu de ces points; cette
courbe est tracée sur une sphére de rayon 1, on 'appelle indicatrice sphérique
de la courbe (C), et les formules (2) montrent que la tangente en t a l'indicatrice
sphérique est paralléle a la normale principale en M a la courbe C. Soit u ’arc de
cette indicatrice compté a partir d’une origine arbitraire dans un sens également
arbitraire, on aura

da

@:

ed, — =eb, — =ed, (e ==+1)

d’ot1, en tenant compte des formules (2)

1 du

R “ds

Considérons alors les points ¢, t correspon-

u
dant aux points M, M’; = est la limite du rap-
s

arc tt’

port oMM quand M’ se rapproche indéfiniment
arc

de M. L’arc tt’ étant infiniment petit peut étre
remplacé par 'arc de grand cercle correspondant,
qui n’est autre que la mesure de 'angle tOt’' des
deux tangentes infiniment voisines ; c¢’est [’angle de
contingence ; cette limite s’appelle la courbure de
la courbe au point C; R est le rayon de courbure.

Interprétation de T. Pour interpréter T, on considérera de méme le lieu
du point b de coordonnées a, b, ¢, ou deuziéeme indicatrice sphérique. On pourra
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remarquer que d’aprés les formules (2), (4), les tangentes en t, b auzx deuz in-
dicatrices sont paralléles a la normale principale en M. Si v est 'arc de cette
deuxiéme indicatrice sphérique, on trouvera comme précédemment que

1_,dv ;o
T_€£ (6—:]:1)

1
et que — est la limite du rapport de I'angle des plans osculateurs en M, M’ &

Iarc MM’ ; c’est la torsion en M, et T est le rayon de torsion.
Les deux indicatrices sont polaires réciproques sur la spheére.

Discussion. Centre de courbure.

4. Les cosinus directeurs que nous avons introduits dépendent de trois hy-
pothéses arbitraires sur la disposition du triédre de coordonnées, le sens des
arcs croissants, et le sens positif choisi sur la normale principale. Si nous chan-
geons ces hypotheéses, et si nous désignons par ey, es, e3 des nombres égaux a +1,
s sera remplacé par e1s, a, b, ¢ par eja, e1b, ejc; a', b, ¢ par esa, eab, exc; et enfin,
d’apres les relations

a" = e3(bd — cb'), V' = e3(ca’ — ad), d" = es(ab —ba'),

a” b" " seront remplacés par ejeseza”;ejesest’ ejesesc”. Les formules (2)
donnent alors

egda 1
= —e2a, etc...,

erds R

c’est a dire R se change en esR; et son signe ne dépend que de la direction
positive choisie sur la normale principale.

Donc le point C de la normale principale, tel que 'on ait MC = R (R étant
défini algébriquement comme précédemment), est un élément géométrique at-
taché a la courbe donnée. Ce point C s’appelle centre de courbure en M.

Voyons maintenant T. Les formules (4) donnent

e1esesda’ 1 , "
— = — ey etc.
e ds T ’

ou

esda” 1 .
=—ua etc.
ds T

Donc T se change en e3T'; et le signe de T dépend uniquement de la dispo-
sition du triédre de coordonnées. Il n’y a donc pas lieu de définir un centre de
torsion.
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Signe de la torsion. Forme de la courbe.

5. Pour interpréter le signe de T, nous allons étudier la rotation d’'un plan
passant par la tangente MT et par un point M’ de la courbe infiniment voisin.
Rapportons la courbe au triédre de Serret, la tangente étant OX, la normale
principale OY, la binormale OZ. Alorsa=1,d' =0,a"=0,b6=0,0 =1, V" =
0,¢=0,d =0, = 1. Nous allons chercher les développements des coordonnées
d’un point de la courbe infiniment voisin de M suivant les puissances croissantes
de ds, (ds étant I’arc de la courbe compté a partir du point O).

Nous avons

X_ds derdsQ d2x+d53 d3x+
1 ds 2 ds? 6 ds3 7
ds dy ds* d>y ds® d3y

y- 84 ay s dy .,

1 ds 2 ds? 6 d33+ ’

Z_ds dz+ds2 dzz_i_ds?’ d3Z+
1 ds 2 ds? 6 ds3

Or:

do

ds 7
¢r_da _d _
ds2 ds R

"R ds T RY

1
@_@_ld_d+d(ﬁ>a,_1 a_a\_ 1 dR_ 1
ds®  ds?2 R ds ds R N

et de méme pour les autres coordonnées. On trouve ainsi

( 1 3
X:dS —@ds +,
1 1 dR
7 Y — It O e
(7) 2R 6RZ ds ’
1
7 = ———ds®+ .. ..
\ 6RTdS+

Tels sont les développements des coordonnées, du point M’ voisin de M.
Le plan que nous considérons passe par la tangente; le sens de sa rotation

est donné par le signe de v’ coefficient angulaire de sa trace sur le plan des YZ.

Or,
Z ds

?:_3_T[1+d8( ...... )}

Ce coefficient angulaire est positif si T < 0, pour s croissant, c’est a dire
si le point se déplace dans la direction de la tangente; le plan va alors tourner
dans le sens positif. Le point M’ étant au-dessus du plan des XY, 'arc MM’ de
la courbe est en avant du plan XZ, si T < 0; il est au contraire en arriére si
T >0.
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Les formules (7) permettent
de représenter les projections de
la courbe sur les trois faces du tri-
édre de Serret dans le voisinage
du point M. Nous supposerons
pour faire ces projections R > 0 Plan
et T <O0. rectifiant

La considération des for- 4
mules (7) prises deux a deux
montre que sur le plan recti-
fiant (XZ) la projection a au
point m un point d’inflexion, la
tangente inflexionnelle étant OX.
Sur le plan osculateur, la projec-
tion a au point m un point ordi-
naire, la tangente étant OX; en-
fin sur le plan normal (Y,Z) la
projection a en mso un point de
rebroussement, la tangente de re- Plan normal Plan osculateur
broussement étant OY.

Mouvement du triédre de Serret-Frenet.

6. Remarque. Considérons un point P invariablement lié¢ au triedre de Ser-
ret, et soient X, Y, Z ses coordonnées constantes par rapport a ce triedre ; soient
&,m, ¢ les coordonnées de ce point par rapport a un systéme d’axes fixes. Lorsque
le sommet du triédre de Serret décrit la courbe donnée, les projections de la vi-
tesse du point P sur les axes fixes sont, en remarquant que l'on a

E=x+aX+dY +d7Z,
n=y+bX +0Y +V'Z,
(=z+cX+Y +"Z,

d¢  dx da da’ da”
dn  dy db db dv”
R TR T

/ /!
% dz Xdc dc Zdi

T L T

ou encore
%:%a+x‘%+¥(—%—%ﬁ) +Z%,
%:%bJrX%JFY(—%—%) +be,
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Les projections de la vitesse sur les axes mobiles sont alors

¢ ¢ ds %
Ve=agy +bdt T _E(l ﬁ)’

L de ¢ ds (X 7
v y e
i dt+cdt dt(R+T)’
JdE iy dsY

+ b//

Ve=aiy a T w T T aT

ds . L . . .
! est la vitesse du sommet du triédre. Si nous ne considérons que la vitesse de

rotation, nous savons que, si p,q,r sont les composantes de la rotation instan-
tanée sur les axes mobiles, on a

V,=qZ —1rY, V, =rX —pZ, V., =pY — ¢X,

et nous trouvons ainsi, en identifiant avec les expressions précédentes (dans
I'hypothése ¢ = s) X

p=—7 1=0 =5,
ce qui montre qu’a chaque instant, la rotation instantanée est dans le plan
rectifiant et a pour composantes suivant la tangente et la binormale la torsion
et la courbure.

Si I'on suppose le triédre de Serret transporté & 'origine, il tourne autour
de son sommet, ’axe instantané de rotation est dans le plan rectifiant, et le
mouvement du triédre est obtenu par le roulement de ce plan sur un certain
cone.

Calcul de R.

7. Reprenons la formule (3)

Nous avons

d’ou

da  dsd’z — dxd’s
ds ds? '
Soit maintenant
A=dyd®z—dzd%, B =dzd*z — dx d?z, C = dx d*y — dy d*z,
et posons
VA2 +B24C2=D
A, B, C sont les coefficients du plan osculateur, et par suite les cosinus directeurs

de la binormale sont

i

A B C
= — b”:— = —
“ T D ‘T D
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et les cosinus directeurs de la normale principale, perpendiculaire aux deux
droites précédentes, sont

,  Bdz—Cdy da*(dz*+ dy®) — dx (dz d®z + dy d*y)

“T TDas D ds
_ dPrds® —dxdsd’s  dsd’x — dxd’s
B Dds B D ’

bV =... d=...

et alors

1 _Za/ da _Zde—Cdy ds d*z — dx d*s
B B Dds ds?

ce qui peut s’écrire

1 1 )
R Ddsgzd:c(de—Cdy) D 4Zda: (Bdz — Cdy)

et se réduit a :

1 1 1 de dy dz

= = Y d’x(Bdz — Cdy) = Pr Py Pz = —,

R Dds3 Dds? A B C ds?
d’ou enfin :

1 VYo (dyd?z — dz d?y)?
g -
R (dz? + dy? + dz?)2

Calcul de T.

8. On aura de méme

1 _Za, da” _Zde—Cdy DdA — AdD
N N Dds D2 ds

ce qui peut s’écrire

1

T 2ZdA (Bdz — Cdy) —

ng QZA (Bdz — Cdy)

et se réduit a

1
T D2ds? d32

1
D2ds

> dA(Bdz - Cdy) = > (dyd*z — dz d’y)(ds d’x — dx d*s)

ou

d?s
T =5 Z(f (dy d®z — dz dPy) — R > dw (dy d®z — dzdy);
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la deuxiéme somme est nulle, et il reste

1 1 1 de dy dz
= == Eo(dyd’z —dz dPy) = —— |z d*y d*z
T pr 2 V=D & de &2
avec

D? = Z(dy d?z — dz d*y)?.

Remarque. Pour que la torsion d'une courbe soit constamment nulle, il faut
et il suffit que I'on ait constamment

de dy dz
d*r d*y d*z| =0,
dBr Py diz

ce qui exige que x,y,z soient liés par une relation linéaire, & coefficients
constants, c’est-a-dire que la courbe soit plane. Ainsi les courbes a torsion
constamment nulle sont des courbes planes.

Sphére osculatrice.

9. Cherchons les sphéres qui ont en M, avec la courbe considérée, un contact
du second ordre. Le centre (xq, o, 20) et le rayon Ry d’une telle sphére sont,
d’aprés la théorie du contact, déterminés par les équations suivantes, que nous
développons au moyen des formules de Serret-Frenet :

Z(m —20)®> =R =0,

d% {Z(;p —0)? — Rg} =0, cést-a-dire Za(m —x9) =0,

752 {Z(ﬂs —@0)* = RQ} =0, cést-a-dire 1+ % S d(x - x9) = 0.

Si on prend le triedre de Serret-Frenet pour triédre de coordonnées, comme
on I'a fait plus haut, elles se réduisent a

d Xo-Ri=0, X¢=0, Yo=-R;
et I’équation générale des sphéres cherchées est, Z, restant arbitraire,
X?+ Y2+ 7% - 2RY — 2ZZ = 0.

C’est un faisceau de sphéres, dont fait partie le plan osculateur Z = 0. On
vérifie ainsi la propriété de contact du plan osculateur.

Le cercle commun a toutes ces sphéres est, de plus, d’aprés la théorie du
contact des courbes, celui qui a un contact du second ordre avec la courbe,
cést-a-dire le cercle osculateur. Les équations sont

Z=0, X2 4+Y? - 2RY =0,
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cést-a-dire qu’il est dans le plan osculateur, a pour centre le centre de courbure C
(X =0,Y =R), et passe en M. Le lieu des centres des sphéres considérées est
I’axe du cercle osculateur.

Parmi toutes ces sphéres, il y en a une qui a un contact du troisiéme ordre
avec la courbe. On 'obtient en introduisant la condition nouvelle :

j—; {Z(m —0)? — Rz} =0,

cést-a-dire

1 dR , {1 1 7
—@gza@—xo)—ﬁ{ﬁza“‘%)*fza @“”0)}:0’

qui se réduit, avec les axes particuliers employés, a

dR
Zo=—-T—.
0 ds
Le centre de cette sphére osculatrice est donc défini par les formules :
dR
Xp =0, Y, = —R, Zo=-T—.
ds

Et son rayon est donné par

dR?
Rg — R2 + T2 @

II. SURFACES DEVELOPPABLES.

Propriétés générales.

10.  Une courbe gauche est le lieu de co! points ; corrélativement nous consi-
dérerons une surface développable, enveloppe de oco' plans; la caractéristique
de I'un de ces plans correspond corrélativement a la tangente en un point de la
courbe, puisqu’elle est I'intersection de deux plans infiniment voisins.

Soit

(1) uX +vY +wZ+h =0,

I’équation générale des plans considérés, de sorte que w,v,w, h désignent des
fonctions données d’'un parameétre t.

Les caractéristiques ont, d’aprés la théorie des enveloppes, pour équations
générales,

(2)

uX+uY +wZ+h=0,
duX +dvY +dwZ + dh = 0.

La surface développable, enveloppe des plans (1), est, d’aprés la théorie des
enveloppes, le lieu des droites (2), qui en sont, par conséquent, les génératrices
rectilignes; et, toujours d’aprés la théorie des enveloppes, chacun des plans (1)
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est tangent a la surface tout le long de la génératrice (2) correspondant a la
méme valeur de t.

Considérons alors la courbe (C), lieu des points (x,y, z) définis par les équa-
tions :

ur + vy +wz+h =0,
(3) udr +vdy +wdz+ dh =0,
ud?x +vd*y +wd*z + d*h = 0.

L’un quelconque de ses points M est sur la droite (2), correspondant a la
méme valeur de ¢, et, par conséquent, dans le plan (1) correspondant. Cher-
chons la tangente a (C) en M. Il faut différentier les équations (3) ; différentiant
chacune des deux premieéres, en tenant compte de la suivante, nous trouvons

udr +vdy +wdz =0,
(4) {

dudx + dvdy + dwdz = 0,

ce qui exprime que la direction de la tangente est la méme que celle de la
droite (2). Donc les tangentes a (C) sont les génératrices de la développable.
Cherchons encore le plan osculateur a (C) en M. Il doit passer par la tan-
gente, et étre paralléle & la direction (d*z,d?y,d?z). Or, si on différentie la
premiére des équations (4), en tenant compte de la seconde, on trouve

ud’r +vd*y +wdz =0,

ce qui montre que le plan (1) satisfait a ces conditions. Donc le plan osculateur
de (C) est le plan qui enveloppe la développable.

(C) s’appelle I'aréte de rebroussement de la développable

Donc toute développable est [’enveloppe des plans osculateurs de son aréte de
rebroussement, et est engendrée par les tangentes a son aréte de rebroussement.

Remarques. Nous avons fait implicitement diverses hypothéses. D’abord
que le déterminant des équations (3) n’est pas nul. S’il I’est, on a

U v w
du dv dw|=0,
dPu v dPw

ce qui exprime que u, v, w sont liés par une relation linéaire homogéne a coefhi-
cients constants; cést-a-dire que les plans (1) sont paralléles & une droite fixe.
Dans ce cas, les droites (2) sont paralléles & cette méme direction, et la sur-
face est un cylindre. Dans ce cas figure, comme cas singulier, celui ou tous les
plans (1) passent par une droite fixe, qui est alors ’enveloppe.

Ecartant ce cas, nous avons admis qu’il y avait un lieu des points M. Ceci
suppose que M n’est pas fixe. S’il en était ainsi les équations (3) étant vérifiées
par les coordonnées de ce point fixe, les plans (1) passeraient par ce point fixe,
ainsi que les droites (2). L’enveloppe serait un cone.

Ecartons encore ce cas. Nous avons admis encore que les droites (2) engen-
draient une surface. Mais cela n’est en défaut que si elles sont toutes confondues,
ce qui est le cas singulier déja examiné.
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Remarquons enfin que la courbe (C) est forcément gauche, car si elle était
plane, son plan étant son plan osculateur unique, et nos raisonnements ne cessant
pas de s’appliquer, tous les plans (1) seraient confondus. Il n’y aurait donc pas
oo! plans (1).

Réciproques.

11. Réciproquement les plans osculateurs en tous les points d’une courbe
gauche enveloppent une développable. En effet, si nous reprenons les notations
du N°1, le plan osculateur en un point z,y, z d’'une courbe a pour équation

Z a"(X—z)=0.

Sa caractéristique est représentée par I'équation précédente et

mais on a

ds T
les équations de la caractéristique sont donc

Za/(X—x) =0, Za"(X—x) = 0.

Et, si on prend comme triédre de coordonnées le triedre de Serret-Frenet, elles
se réduisent a
Y =0, Z=0.

Donc la caractéristique du plan osculateur en un point d’une courbe gauche
est la tangente a cette courbe, et I'enveloppe de ce plan est bien une surface
développable. L’aréte de rebroussement a pour équations

da’ dx
" _ l . _ - _ _ [
Za(X—x)—O, Za(X x) =0, st(x x) Za dS—O.
Considérons la troisiéme équation ; remarquons que 'on a
,dx 0 da o a”
a — = — ===+ =;
ds ’ ds R T)’
a a//
> (E*F) (X —1z) =0,
ou encore, en tenant compte de la premiére équation

ZCL(X—I) = 0.

Nous avons ainsi trois équations linéaires et homogenes en X —x, Y —y, Z — z,
dont le déterminant est 1; donc

elle s’écrit alors

X—z=0, Y —y=0, 7 —2z=0;
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I'aréte de rebroussement est la courbe elle-méme.

Remarque. Le nom d’aréte de rebroussement provient de ce fait que la
section de la développable par le plan normal en M a [l’aréte de rebroussement
présente au point M un point de rebroussement. En effet, rapportons la courbe
au triedre de Serret relatif au point M : les coordonnées d’un point de la courbe
voisin du point M sont, d’aprés les formules établies au N°5

1
x:ds—@dsg—i- ;
1 1 dR
— = ___d3
Y 2R 6R2 ds ’
1 .
= ——ds?
z 6RT 57+
Les coordonnées d’un point de la tangente au point z,y, z sont
dx 1 3 1 9
dy 1 1 dR 1 1 dR
Y=y+A—>=(-5ds’*— — —ds’+...] + N ods — —5 —ds* + ...
YA (ZRS 6rR2 ds 0 T )+ (RS Rz @5 0T )
dz 1 1
7= AN = ——=ds® +... M —=—==ds*+... ).
TG (6RTS+ )+<2RTS+ )
Prenons 'intersection de cette tangente avec le plan normal X = 0, nous avons
ds+ ...
A= T sy
14+...
et la courbe d’intersection a pour équations
y/
y=—Laey
- oR™ ’
M Y 1
= —ds°
sRT

On voit qu’elle a au point M un point de rebroussement, la tangente de rebrous-
sement étant la normale principale.

Surface rectifiante. Surface polaire.

12. Remarques. Cherchons les surfaces développables enveloppes des faces
du triedre de Serret dans une courbe gauche (C). Nous venons de voir que
le plan osculateur enveloppe la surface développable qui admet pour aréte de
rebroussement (C).

Considérons maintenant le plan rectifiant

Za'(X—x) =0

la caractéristique est représentée par I’équation précédente et par

%Za(X—x)—l—%Za”(X—x):O.
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Si on prend les axes de Serret ces équations deviennent

1 1
Y=0 =X+ =7Z=0
) R +T )

la caractéristique contient le point Y = 0, X = —%, 7 = l, extrémité du
vecteur qui représente la rotation instantanée du triédre; c’est ['aze instantané
de rotation du triédre de Serret. Son lieu s’appelle la surface rectifiante. Elle
contient la courbe (C).

Considérons enfin le plan normal

Za(X—x) =0;

la deuxiéme équation de la caractéristique est

da dx
Z%(X—x)— QE_O’
ou .
f—{Za’(X—x)—lz(].

Cette caractéristique s’appelle la droite polaire, et son lieu s’appelle la surface
polaire.

Prenant de nouveau les axes de Serret, les équations de la droite polaire
deviennent

X =0, Y =R;

Elle se confond donc avec l’aze du cercle osculateur.
Si nous cherchons le point d’intersection de la droite polaire avec 'aréte de
rebroussement de la surface polaire, nous avons les trois équations

Za(X—x)zO, Za'(X—x)—RzO, %Za”(X—x)jL%:(),

qui deviennent, en prenant les axes de Serret,

1 dR
X =0, Y =R, 7 = T ds
Or, ce sont les coordonnées du centre de la sphére osculatrice. (Voir N°9).
Donc le point ou la droite polaire touche son enveloppe est le centre de la
spheére osculatrice & la courbe (C). On peut dire encore que la courbe (C) est la
trajectoire orthogonale des plans osculateurs au lieu des centres de ses sphéres
osculatrices.

EXERCICES.

1. Trouver I'axe instantané de rotation et de glissement du triédre de Serret.

2. Trouver les hélices circulaires osculatrices & une courbe gauche. Déterminer celle
de ces hélices qui a méme torsion que la courbe donnée.
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. Approfondir les relations entre une courbe et le lieu des centres de ses sphéres

osculatrices (courbure, torsion, élément d’arc).

Chercher la condition nécessaire et suffisante pour qu’une courbe soit une courbe
sphérique.

. Déterminer toutes les courbes satisfaisant aux relations :

dR

T =F([R), T=GR),

ol F et G sont des fonctions données.

6. Déterminer toutes les courbes & courbure constante.

7. Déterminer toutes les courbes & torsion constante.
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SURFACES.

Le ds? de la surface, et les angles.

1. Courbes tracées sur une surface. Longueurs d’arc et angles. Les coordon-
nées d'un point d’une surface peuvent s’exprimer en fonction de deux parameétres
arbitraires

(S) ac:f(u,v), y:g<uav)v Z:h(uav>;

u,v sont les coordonnées curvilignes d’'un point de la surface (S). On définira
une courbe (¢) de la surface en établissant une relation entre w,v; ou, ce qui
revient au méme, en exprimant u, v en fonction d’'un méme paramétre ¢

(¢) u=¢p(t), v=19().
La tangente a cette courbe a pour parameétres directeurs
ox ox dy dy 0z 0z
1) de=—4d —d dy=—=—=d —d dz=—d — dv;
(1) de au + a0 " Y7 0 M + a0 " oo™ + a0 "

la tangente est déterminée par les différentielles du, dv.
L’élément d’arc a pour expression :

(2) ds* = da* + dy* + dz* = Edu® + 2F dudv + G dv? = ®(du, dv)

en posant

8x2 Ox Ox 8x2
e=Y(5) . F=Xaa o=X(5)

Imaginons deux courbes passant par un méme point (u,v) de la surface;
soient du,dv les différentielles correspondant & 'une d’elles; du, dv celles cor-
respondant & lautre; ds, ds les différentielles des arcs correspondants. Si V est
I’angle des deux courbes, nous avons

cosV =
or,
ox ox ox ox
D dwdr=>) (%dw%dv) (adu—l—%dv)
= E dudu + F(du v + dv du) + G dv dv;

c’est une forme polaire de la forme quadratique ®(du,dv) et on a

0P (du, dv) 0P (du, dv)
Jddu o ddv
V@(du, dv) ®(u, 6v)

ou

(3) cosV =

DO | —
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Pour que les deux courbes soient orthogonales; il faut et il suffit que cos V =
0, ou

(4) E du ou + F(duév + dv ou) + Gdvdv = 0.

En particulier, cherchons & quelles conditions les courbes coordonnées u = const.
et v = const. forment un réseau orthogonal ; alors dv = 0, du = 0, la condition
précédente se réduit a

F dudv =0,

et comme du,dv ne sont pas constamment nuls, on a F = 0. Dans ce cas, le
carré de I'élément d’arc prend la forme

ds® = Edu® + G dv?.

Remarque. Si on définit la surface par une équation de la forme

Z:f(x,y)

en désignant comme d’habitude par p, q les dérivées partielles de Z par rapport
ax,y,on a

ds® = da® + dy? + (pdx + qdy)* = (1 + p*) ds* + 2pqdx dy + (1 + ¢*) dy?,

cést-a-dire
E:1—|—p2, F =pq, G:1+q2.

Déformation et représentation conforme.

2. Surfaces applicables. Représentations conformes. Considérons deux sur-
faces (S), (Y)

(S) fo(“?”)’ y:g(uvv)a Z:h(uvv)
() r=F '), y = G(u',v), z=H(u )

on peut établir une correspondance point par point entre ces deux surfaces, et
cela d’une infinité de maniéres. Il suffit de poser

/

u = 90<u7v)7 v = ¢(u= U),

les fonctions 9, ¢ étant quelconques; a condition toutefois que les équations
précédentes soient résolubles en w, v. Les équations de la surface (S') peuvent
alors se mettre sous la forme

(S) r = Fy(u,v), y = Gi(u,v), z = Hy(u,v),

ce qui revient a dire que les points correspondants correspondent aux mémes
systémes de valeurs des paramétres.
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Soient les éléments d’arcs sur ces deux surfaces

ds> = Edu® +2Fdudv + G dv®
ds? = By du® + 2F, du dv + Gy dv?

Supposons ces éléments d’arc identiques, E = E;, F = F;, G = G;. Si alors u, v
sont exprimés en fonction du parameétre t, les arcs des deux courbes correspon-
dantes sur les deux surfaces compris entre deux points correspondants ont tous
deux pour expression

t1
/ VE du? 4 2F du dv + G dv?,
to

to, t; étant les valeurs de t correspondant aux extrémités. Réciproquement, si les
arcs homologues de deux courbes homologues sur les deux surfaces ont méme
longueur, les éléments d’arc sont identiques sur les deux surfaces. On dit que
les deux surfaces sont applicables I'une sur 'autre, ou résultent 'une de 'autre
par déformation.

Dans cette correspondance, la fonction ¢ étant la méme pour les deux sur-
faces, la formule (3) montre que les angles se conservent. Mais la réciproque n’est
pas vraie. L’expression de cos V est homogéne et du premier degré en E, F, G
pour que les angles de deux courbes homologues soient égaux, il faut et il suffit
que

E F G

E, Fi G
ce rapport étant indépendant de du, dv. On dit dans ce cas qu’il y a représen-
tation conforme des deux surfaces I'une sur 'autre.

= X(u7 U),

Probléme de la représentation conforme.

Etant données deux surfaces, il est toujours possible d’établir entre elles une
représentation conforme. Ceci revient a dire que 'on peut exprimer uq, v, en
fonction de u, v de telle sorte que I'on ait,

E du® + 2F dudv + G dv? = x(u,v)(E; du® + 2F; dudv + Gy dv?).

Décomposons les deux ds? en facteurs du premier degré. Remarquons que EG —
F? est la somme des carrés des déterminants déduits du tableau

or Oy 0z
ou du Oul
Oox Oy 0z||’
v v

EG — F? est positif pour toute surface réelle. Posons

EG — F? = 02

F+iH F—iH
d32:E<du+ EZ dv) (du+ EZ dv);

alors
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chacun des facteurs du deuxiéme membre admet un facteur intégrant. On a
donc

F+H

du + dv = M(u,v) da(u,v),

F—H

du + dv = N(u,v) df(u,v).

Les fonctions «, 3 sont indépendantes; en effet da et d ne peuvent s’annuler
en méme temps si H # 0, ce que nous supposons. Nous pouvons donc prendre
«, # comme coordonnées curvilignes sur la premiére surface, et nous avons

ds* = P(u,v) dadp = O(a, 3) da dB.
De méme pour la deuxiéme surface, nous pourrons écrire

dS? = Pl(ul, Ul) dO./l dﬂl = @1((1/1, ﬁl) dOél dﬁl
Nous aurons alors a satisfaire a ’équation

@(O{, ﬁ) da dﬂ = Q(a/7 ﬁ) @l(ab ﬁl) dal dﬁl

Remarquons que pour da = 0, on doit avoir da; dF; = 0. Si nous prenons
da; = 0, aq sera fonction de a et de méme (31 sera fonction de [3

aq(uy,vy) = gp(a(u,v)), Bi1(ug,v) = w(ﬁ(u,v))

Au contraire en prenant d@; = 0, 3; sera fonction de a et de méme «q, de 3

Bi(ur,v) = p(a(u,v))  ar(uy,v1) = Y (B(u,v)).

On voit donc bien que 'on peut toujours établir une représentation conforme.
Et nous avons de plus la solution générale de ce probléme.

Condition pour que deux surfaces soient applicables.

Deux surfaces données ne sont pas en général applicables l’'une sur ’autre.

Autrement dit, étant données deux surfaces, il est impossible d’établir entre
elles une correspondance telle que ds*> = ds?. En effet, en reprenant le calcul
précédent, il faudrait satisfaire a la relation

@(O&, ﬁ) dOé dﬁ = @1(@1, ﬁl) dOél dﬂl,

il faudrait comme précédemment, prendre par exemple

oy =pla) B =y(B);

et la relation & satisfaire devient

O(a, B) = O1(p(), v(B3)) ¢'(a) ¥'(B);
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il est facile de voir que, les fonctions ©, ©; étant données, il est impossible en
général de trouver des fonctions ¢, 1, satisfaisant a cette relation. Considérons
en effet le cas particulier ou la deuxiéme surface est le plan z = 0. Dans ce cas
ds? = dz? + dy? = day dB; et on devrait avoir

O(a, ) = ¢'(a) ¥'(B);

or, la fonction © étant quelconque, n’est pas le produit d’une fonction de o par
une fonction de f3.
Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que 'on ait

log ©(r, B) = log ¢' () + log ¥'(3),
ou
0*log ©(av, )
Oa 0f
Nous venons ainsi de montrer qu'une surface n’est pas en général applicable sur

un plan, et de trouver la condition pour qu'une surface soit applicable sur un
plan.

= 0.

Les directions conjuguées et la forme > [ d*z.

3. Développables circonscrites. Directions conjuguées.

Corrélativement aux courbes tracées sur la surface, lieux de oo! points de
la surface, nous considérerons les développables circonscrites, enveloppes de
oo! plans tangents & la surface. Définissons le plan tangent en un point de la
surface. Soient [, m,n les coefficients directeurs de la normale, et supposons les
coordonnées rectangulaires. Nous devons avoir pour toute courbe de la surface

ldr +mdy +ndz = 0;

en particulier, pour les courbes coordonnées, u = const. et v = const. nous
aurons

et ces relations montrent que [, m, n, sont proportionnels aux déterminants fonc-
tionnels A, B, C,

nous avons vu d’ailleurs que A% + B2 + C? = H?; donc les cosinus directeurs de
la normale sont

A B C
2 - — — .
(2) A H’ H H’ v H
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Considérons une développable circonscrite ; nous pourrons la définir en ex-
primant u, v en fonction d’un paramétre ¢,

alors le point (u, v) décrit une courbe de la surface, soit (c), et les plans tangents
a la surface aux divers points de (¢) enveloppent la développable considérée. Le
plan tangent a la surface au point (z,y,z) est, X,Y,Z étant les coordonnées
courantes,

[(X—2)+m((Y—y)+n(Z—2) =0

la caractéristique est définie par I’équation précédente et par ’équation
dl(X—z)+dn(Y —y)+dn(Z—2)=0
obtenue en différentiant la précédente par rapport a t, et remarquant que l'on a
lde +mdy+ndz=0.

Voyons quelle est la direction de cette caractéristique. Soient dx, dy, dz ses
coefficients de direction. Elle est tangente & la surface, donc on peut poser

ox ox Jy

5r = 2 ou+ 2 gu, 6 %y 0z 0z
v

y:%&w}—%év, 522%514—1-%51);

en remplacant X — z,Y — y,Z — z par les quantités proportionnelles dx, dy, dz,
on obtient
dldx + dm dy + dndz = 0;

donc la relation

Zdléx:O

ol ol ox ox
Z (%dw%dv) (%&H%av) = 0.

Ordonnons par rapport a du, dv, du, dv. Remarquons que 1’'on a

ox

s’écrit

d’oul en dérivant par rapport a u

ou? oudu
de méme, la relation

ox
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donne o
x
RIEEE PP
et
| o OO
ou Ov ou ov

de sorte que la relation précédente s’écrit

(3) Zl8u2dU5u+Zl8u81; (du dv + dv du) Zl—dv&)—o

Telle est la relation qui existe entre les coefficients de direction de la caractéris-
tique et de la tangente a la courbe de contact. Elle serait visiblement la méme
en coordonnées obliques, [, m,n étant alors les coefficients de I’équation du plan
tangent soit

;L 0%z
(4) Zl@ 2’ b= l@u@v’ Z 8 2’

et

(5) U (du,dv) = E' du® + 2F dudv + G dv?.

On a, en particulier, quand on prend [ = A, m =B, n=C:

Px 0%y 0%z Px 0%y 0%z Pz 0%y 0%*z
ou? ou? Ou? Ooudv OJudv Oudv o2 ? O?
T ) T T VR I T
ou Ou Oul|’ ou ou ou |’ ou Ou Oul|’
Jor Oy 0z ox oy 0z Jor 0Oy 0z
v v v o v Ov v v v

La relation précédente s’écrira alors
E' dudu + F (dudv + dv du) + G' dv v = 0,

ou
oV (du, dv) oV (du, dv)
(6) Jdu out ddv

Cette relation est symétrique par rapport a d, ¢ ; il y a donc réciprocité entre la
direction de la tangente a la courbe de contact de la développable et la direction
de la caractéristique du plan tangent a cette développable. Ces deux directions
sont dites directions conjuguées.

Cherchons en particulier la condition pour que les courbes u = const., v =
const. forment un réseau conjugué. Alors, dv = 0, du = 0 la condition est F' = 0.

ov = 0.

Remarque. On a

dx:%du—i-gxdv,
2 2
o= 0%, 0T 0T s dudv + 2= dv?
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On en conclut, a cause de

ox ox

I'identité

0%z 0%x 9%z
2. 2 2
E ldx—(g l_8u2)du +2(E lauav)d“d”+(§ lc%?)dv’

c’est-a-dire

> ldz = V(du, dv).

Formules fondamentales pour une courbe de la surface.

4. Eléments fondamentauz d’une courbe de la surface.

Nous considérerons en un point de la courbe le triedre de Serret, et un tri-
édre constitué par la tangente a la courbe, la normale MN a la surface, et la
tangente MN’ & la surface qui est normale & la courbe. Nous choisirons les direc-
tions positives de telle facon que le triédre ainsi constitué ait méme disposition
que le triedre de Serret, de sorte que si [, m,n sont les cosinus directeurs de la
normale a la surface, ai, by, c; de la tangente a la surface normale a la courbe,
on ait

a b c
aq b1 c1| = 1.
I m n

Les deux triedres considérés ont un
N(l,m,n) axe commun et de méme direction, qui
est la tangente. Pour les définir I'un par
rapport a 'autre, il suffira de se donner
I’angle d’une des arétes de I'un avec l'une
des arétes de 'autre. Nous nous donne-
rons 'angle dont il faut faire tourner la
demi-normale principale MP pour 'ame-
ner a coincider avec la demi-normale a la
N'(ay, by, c1) surface MN, le sens positif des relations
étant défini par la direction positive M'T
de l'axe de rotation. Cherchons les relations qui existent entre les cosinus di-
recteurs des arétes de ces triedres. Quand on passe de 'un a 'autre, on fait en
réalité une transformation de coordonnées autour de 1’origine dans le plan nor-
mal. Considérons le point a I'unité de distance de M sur MN(/, m, n). Rapporté
au systéme PMB il a pour coordonnées cosf et sin @, donc

(1) I =a'cosf + a”"sinb, m = b cosf + 1" sin 0, n = c cosf + ¢’ sinb;

de méme le point a 'unité de distance sur MN'(aq, by, ¢1) rapporté au systéme
PMB a pour coordonnées cos(f) — 5) = sin @ et sin(¢ — 5) = —cos 6, donc

(1') a; =a' sinf —a" cos®, by =V sinf —1" cosf, c;=c sinf—c" cosé.
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On aura donc, en faisant la transformation de coordonnées inverse

a' =1lcosf+a;sinf, bV =mcosf+bysinf, ¢ =ncos+cisind,

(2)

Différentions les formules (1) par rapport & s : il vient

"
;ll (—a' sinf + a” cos6) 2—0 + cos 6 le—a + sin 6 Cila , et les analogues;
s s s s
day o . dd da”

= (a’' cosf + a" sin ) 7 +sin 6 Fie cos T et les analogues;

ds s s s

d’on, en tenant compte des formules de Frenet et des relations (1), (2)

(3) ar_ 1 _db) _acost et les analogues;
ds  \T 7 ds R HAlOBHEs:
day 1 db asin9 . ‘

enfin nous avons

da a cos sin 0 ,
(5) E—P—{—ZT—FCM R (1d> ;

a”" =1sinf —a;cosf, b’ =msinf —bycosl, ' =mnsinfh — ¢, cosb.

25

les formules fondamentales (3), (4), (5) permettent de calculer 0,R,T, c’est-
a-dire de déterminer le plan osculateur, la courbure et la torsion de la courbe

considérée.

cos 6
Formule pour

En effet, les formules (5) nous donnent d’abord

0 da
COPi :Zld Zld82: Z d2’

c’est-a-dire, d’apreés le calcul du paragraphe précédent, et et en posant :

Y AGE FeYags. @=Ya

8 o2’ Ou dv’ 01}2’
cosf 1 E'du®+ 2F' dudv + G’ dv?
R H ds? ’

ou enfin

cosf 1 U(du,dv)
R H ®(du,dv)’

(6)
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sin @

Formule pour

Les formules (5) donnent encore

sin da Az
R =2 2 g

Remarquons que

b c dr d dz
d*x 1|9 1 Y
Zalﬁ = @ d2.T d2y d22 == E d2l' de dZZ )
l m n [ m n
pour calculer le déterminant, multiplions-le par
0r 0y 0:
ou Ou OJu 2 2 2
Or 0y 02| =Al+BmtCn=""0 T g
ov Ov Ov
I m n
le produit est
ox ox
> P de > E» de > ldx
9z , O 2,.| .
Zaudx Zavdx dYoldPzl;
ox ox
[ — l— 12
2 ou 2 ov 2
or, nous avons
ox or (Ox ox
—dr = — | =—d —dv | =Edu+Fd
ou ™’ ou (8u u ov U) ut kv,
ox Oxr (Ox ox
—dr = — | =—d —dv ) =Fd d
a0 ov (8u u+8v U) u+Gdv,

B B
szx:Zza—z:Zza—izo,

2 2 2
E %d%:g Oz <8—$d2u+@d2v+%du2+2 O dudv+a—xdv2>
ou

ou \ du Jv ou? Ou Qv ov?
1 0E OE OF 100G
_ B2 2 L OL 5 OL or _19- 2
—Edu+de+28udu +avdudv+<av 28u>dv’
oxr ox (0x o, Ox , Oz 0Pz Pr
- — = z il 9 il
o Zav<8udu+avdv+au2du+ 5o dudv + == dv

=Fdu+ Gd*v+ oF 108 duz—l—ﬁdudv—i—l%dv?
ou 2 Ov
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Le produit précédent s’écrit donc

Edu+ F dv Fdu+ Gdv 0
E d*u + F d*v

10E  , OE OoF 10G 9 Fdu+Gd?v+... Zld2:r
+§%du +%dudv+(%—§%)dv

0 0 1

ou

1 OE B F 1
Ed2u+Fd2v+—a—du2+a—dudv+<a oG

— ——— | dv? Ed Fd

B 2 Ou ov ov 2 Ou v Uk
OF 1 0E 0G 1 090G ’

F d? d? — - )du*+ —dud Z—dv? Fd d
u+ G U+(8u 202}) u+8u uv—i—zav v u+ Gdv

Ce déterminant peut se décomposer en deux, dont le premier est

_ ‘EdZU-f-FdQU Edu+ Fdv

— 2 2 o 2
Fu+Gdv Fdut Gdo| = 1 (dudv —dvdu),

et on a finalement

sin 8 1

7 = — H? (du d*v — dv d*u
R Hds3
s

10E , OE OF 10G )
S — —_— - — E F
. 28udu +8vdudv+<av 28u)dv du + F dv
OF 1 0E ,  0G 10G
1 db
F 1 — - —.
ormuepourT 7
Enfin la formule (4) nous donne
b c dr dy dz
1 do a 1% 1 Y
S — =—1|dl dm dn|=—|dl dm dn|;
T3 2.0 ds | 0T ds? meany
m n I m n

pour calculer le déterminant, nous le multiplierons encore par le méme déter-
minant H. Le produit sera,

ox ox
Yoyt dogidr Yldrlp B Fdu+ Gdo 0

ox ox ox ox
E%dl Z%dl dYoldl| = E%dl Z%dl 0] .

ox ox 0 0 1
Zl% Zl% P

27
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Nous avons d’ailleurs

d’ou en différentiant

dx 0z 0*x 1, ,
Zdl%_—21<7du+ dv)——ﬁ(Edqude),

de méme

le produit est donc

_l Edu+Fdv Fdu+ Gdv
HIEdu+Fdv Fdu+ G dvl|’
et nous avons
1 db 1 Fdu+Fdv Edu+Fdv

(8)

T ds M2ds? |Fldu+Gdv Fdu+ Gdv

Les trois formules (6), (7), (8) permettent de calculer les trois éléments

fondamentaux 0, R, T.

10.

11.

EXERCICES.

On considére la surface S lieu des sections circulaires diamétrales d’une famille d’el-
lipsoides homofocaux. Déterminer sur S les trajectoires orthogonales des sections
circulaires qui ’engendrent.

. Déterminer toutes les représentations conformes d’une sphére sur un plan. Trouver

celles qui donnent des systémes connus de projections cartographiques.

Sur une surface S on considére une courbe C. Soit M un de ses points, MT la
tangente & C, MN la normale & S, et MN’ la normale & C qui et tangente a (S).
Montrer que les composantes de la rotation instantanée du triedre (M.T N’ N) par

. . 1 cos

rapport aux axes de ce triédre sont les éléments fondamentaux T R
sin 0
R

Si les courbes coordonnées de la surface S, de I'exercice précédent, sont rectan-

gulaires, soient MU et MV leurs tangentes, et soit ¢ I'angle (MU, MT). Déduire

de la considération des mouvements des deux triedres (M.TN'N) et (M.UVN),

lorsque M décrit C, une formule de la forme
sinf dyp  du dv

R ds  las TS

et donner les expressions de ry et ra. Généraliser, en supposant les coordonnées
u et v quelconques.




CHAPITRE III.

ETUDE DES ELEMENTS FONDAMENTAUX DES COURBES
D’UNE SURFACE.

Courbure normale.

1. Reprenons la premiére formule fondamentale

cos 1 E' du? + 2F du dv + G’ dv?
R H Edu?+2Fdudv+ Gdv?’

cos

les différentielles secondes d?u, d?v n’y figurent pas; ne dépend que du

dv cos 6
rapport —, c’est a dire de la direction de la tangente, est le méme pour

toutes les courbes de la surface tangentes a une méme droite. Considérons alors le
centre de courbure C sur la normale principale MP ; si on prend pour axe polaire

N
K
P
G
0
N’ M

la normale MN & la surface, et pour péle le point M, R, § sont les coordonnées
polaires du point C. L’équation

cos

= const.,

représente un cercle ; le lieu du point C est un cercle, ce qu’on peut encore voir
comme il suit; considérons la droite polaire, elle est dans le plan normal a la
courbe, donc elle rencontre la normale MN & la surface en un point K, et nous
avons

R = MK cos ¥,
ou R
MK = .
cos 6

MK est constant, donc les droites polaires de toutes les courbes d’une surface
passant par un méme point M de cette surface et tangentes en ce point a une
méme droite rencontrent en un méme point K la normale en M a la surface. Le
liew des centres de courbure de toutes ces courbes est le cercle de diamétre MK
(cercle de Meusnier). En particulier supposons 6 = 0, la normale principale se
confond avec la normale & la surface, le plan osculateur passe par la normale,



30 GEOMETRIE SUPERIEURE

il est normal a la surface. Coupons la surface par ce plan, K est le centre de
courbure en M de la section, soit R,, le rayon de courbure, nous avons

cosf B L
R R,

d’ou
R =R, cosf.

D’ou le Théoreme de Meusnier : Le centre de courbure en M d’une courbe tracée
sur une surface est la projection sur le plan osculateur en M a cette courbe du
centre de courbure de la section normale tangente en M a la courbe.

Le Théoréme est en défaut si

U (du, dv) = E' du® + 2F' du dv + G' dv*® = 0.

Alors cos ¢

déterminée si on a en méme temps cosf = 0, alors la normale principale est
perpendiculaire & la normale a la surface, le plan osculateur a la courbe est
tangent a la surface. Les deux tangentes qui correspondent a ce cas d’excep-
tion s’appellent les deux directions asymptotiques (correspondant au point M
considéré).

Le Théoréme est également en défaut si

®(du, dv) = E du® + 2F dudv + G dv*® = 0;

= 0, R est en général infini. La formule devient complétement in-

alors est infini, R est nul en général. La direction de la tangente est telle
que

do? +dy? +dz* =0
c’est une droite isotrope du plan tangent. Il y a donc deux directions isotropes
correspondantes a chaque point M de la surface.

Variations de la courbure normale.

2. Le Théoréme de Meusnier nous montre que, pour étudier la courbure
des diverses courbes passant par un point d’une surface, on peut se borner a
considérer les sections normales passant par les différentes tangentes a la surface
au point considéré.

Nous avons
1 1 E du® + 2F' du dv + G’ dv?

R, H Edu?+2Fdudv+Gdv? "’
Considérons dans la plan tangent en M les tangentes MU, MV aux courbes
coordonnées v = const. et u = const. qui passent par M, et considérons le triedre
constitué par MU, MV et la normale MN a la surface : les cosinus directeurs des
axes sont

vu. % _Ovde 1 Ov o, 1oy ., 10z
" ds Ouds /EOu " VE Ou " VE Ou ’
vy, @ _Ozdv 1 O o, 1 Oy ., 1 0z_,
Cds  Ovds /G Ov T VG v T VG v ’

MN : [, m, n.
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Considérons alors une tangente M'T quelconque, définie par les valeurs du, dv
des différentielles des coordonnées. Les cosinus directeurs sont :

dr Oz du (%dv_\/—_l, +\/a@l”

ds _ Ou ds 82} ds ds

dy Oy du  Jydv _ du , dv
ds 8uds+8”0d \/Edsm+\/adsm’
dz 0z du 0z dv , dv

%_@ds v ds \/_—n+ Gdsn'

Ces formules montrent que le segment directeur de MT est la somme géo-
métrique de deux segments, de valeurs algébriques

d d
)\:\/E—u, u:\/é—”,
ds ds

portés respectivement sur MU et MV. En d’autres termes : A, i sont les para-
meétres directeurs de MT dans le systéme de coordonnées U, M, V.
La formule de R,, devient, en y introduisant ces parametres directeurs :

1 ,/du , du dv ,(dv
R, H<E<ds> Pt G<d5>)
_L(E L, oF G o
H\E VEG G ’

Et si on considére le point P obtenu en portant sur MT un segment égal a
++vR,, le lieu de ce point P, dont les coordonnées, dans le systéeme M, U, V,

sont :
U==®AV/R,, V =+uv/R,,

aura pour équation
E’ U4 2F’ G’
E VEG G
C’est une conique a centre située dans le plan tangent, qu’on appelle indica-
trice de la surface au point M. La conique tracée, on a immédiatement le rayon

de courbure d’une section normale quelconque, et on suit sans peine la variation
du rayon de courbure, quand MT varie.

VZ =H.

E/G/ _ F/2
La nature de l'indicatrice dépend du signe de —Ea ou puisque E, G
sont positifs, de E'G’ — F’2. Dans le cas ou ’équation de la surface est

Z=f(z,y)
on a en prenant les notations habituelles
ds® = (1 + p?) da® + 2pq dx dy + (1 + ¢°) dy?

d’ou
E=1+p* F=ps, G=1+¢



32 GEOMETRIE SUPERIEURE

et
H=VEG—-F2=+/1+p%+¢2.
Maintenant
A:_p7 BZ_Q: C:17
et
Y Ad’z=-) dAds=dpdz+dqdy.
Mais
dp = rdx + sdy, dq = sdx + tdy,
donc
> Ad’z =rda’ + 2sdrdy + tdy*;
donc
E =, ' =s, G =t,
et

E'G —F? =1t —s%

1° E'G’ — F’2 > 0, la conique est une ellipse, tous les rayons de courbure
sont de méme signe, on dit que la surface est convere au point M ; elle est toute
entiére d'un méme c6té du plan tangent en M dans le voisinage du point M.

2° E'G’ — F'? < 0, 'indicatrice est une hyperbole. La surface traverse au
point M son plan tangent ; elle est dite a courbures opposées.

3° E'G’ — F’2 = 0, l'indicatrice est du genre parabole, et comme elle est a
centre, elle se réduit a un systéme de deux droites paralléles. Le point M est dit

point parabolique.

Considérons le cas particulier ot — est constant, quelle que soit la section

n

1 du
que l'on considéré. Il faut et il suffit pour cela que B soit indépendant de T
v

donc que l'on ait
E/ F/ G/

E F G

Or, 'angle de MU, MV est donné par

costZl’l”: \/—_

ces conditions peuvent donc s’écrire

F/
E_ VEG _
E cos 6

mn

F .
EG’

¢
- =

et expriment que l'indicatrice est un cercle. Le point M est dit alors un ombilic.
Cherchons les directions des axes de l'indicatrice. Ce sont des directions
conjuguées par rapport aux directions asymptotiques de l'indicatrice, définies

par
U(du, dv) =0
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et par rapport aux directions isotropes du plan tangent, définies par
¢ (du, dv) = 0.

Elles sont donc définies par 1’équation

ov ov
ddu _ Oddv :\I/(du,dv) :E:S
0P 0P ®(du,dv) R ’
0 du ddv
puisque du, dv sont des coordonnées homogénes pour les directions MT du plan

tangent.

Ce sont les directions principales. Les rayons de courbure correspondants
sont dits rayons de courbure principauz.

L’équation qui définit les directions principales est donc :

Edu+Fdv Fdu+Gdv _ o
Edu+Fdv Fdu+Gdv| 7

le premier membre est un covariant simultané des formes ®, W.
L’équation aux rayons de courbure principaux s’obtiendra en éliminant
du, dv entre les équations

ov 0o ov 0P

ddu " 9du’  ddv " ddv

Ce qui donne
E'—SE F —-SF| 0
F'—SF G —SG| 7

ou
S*’(EG - F?*) —-S(EG'+ GE — 2FF) + E'G' = F? =0

avec

Supposons maintenant que les courbes coordonnées soient tangentes aux
directions principales. Ces directions sont rectangulaires; donc les courbes co-
ordonnées constituent un réseau orthogonal, et F = 0; alors 'indicatrice étant
rapportée a ses axes on a

1 \NE/ ,u2G’
FF=0, H=VEG, et — = + .
R, EVEG GVEG

Si nous supposons A = 1, u = 0, nous avons un des rayons de courbure princi-
paux Ry

1 E

R, EVEG

pour =1, A = 0, nous avons 'autre rayon de courbure principal Ry

1 G’

R: GVEG
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et la formule devient
1 /\2 MQ
R, Ri Rg
mais ici, les coordonnées étant rectangulaires, si ¢ est ’angle de la tangente M'T
avec 'une des directions principales, nous avons A = cos g, pu = sin @, et nous

obtenons la formule d’Fuler

1 cos®p N sin? ¢
R, Ri Ry
Considérons la tangente MT’ perpendiculaire & MT, il faudra remplacer ¢ par
¢ + %, et nous aurons
1 sin? cos?
_ ¥ i '

R~ R, R,

n

d’ou

1 N 1 1 n 1

R, R, Ri Ry
donc la somme des courbures de deux sections mormales rectangulaires quel-
conques est constante et égale a la somme des courbures des sections normales

principales. La quantité constante —

1 1
AN + — | s’appelle courbure moyenne

Ri R
de la surface au point considéré.

Lignes minima.

3.  En chaque point d’une surface, il y a trois couples de directions remar-
quables : les droites isotropes du plan tangent, définies par ®(du,dv) = 0; les
directions asymptotiques de l'indicatrice WV (du,dv) = 0, et les directions des
sections principales.

Considérons les directions isotropes, et cherchons s’il existe sur la surface
des courbes tangentes en chacun de leurs points & une direction isotrope; ceci
revient a intégrer ’équation

¢ (du, dv) =0,

et on obtient ainsi les courbes minima. L’équation précédente se décompose en
deux équations de premier ordre, donc il y a deux familles de courbes minima
et par tout point de la surface passe en général une courbe de chaque famille.
Ces courbes sont imaginaires ; on a le long de chacune d’elles

ds* = da® + dy* + dz* = 0;

c’est pourquoi on les appelle aussi lignes de longueur nulle. Si on les prend pour
lignes coordonnées, 'équation ®(du,dv) = 0 devant alors étre vérifiée pour
du=0,dv=0,o0n a

E=0, G=0, et ds*=2Fdudv.
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En général les deux systémes de lignes minima sont distincts. Pour qu’ils
soient confondus, il faut que

EG - F*=H*=0,

dans ce cas, on a A2+B?4+C? = 0, et les formules fondamentales ne s’appliquent
plus. Pour étudier la nature d’une telle surface considérons le plan tangent :

AX—-2)+B(Y —-y)+C(Z—-2)=0;

ce plan est alors tangent & un cone isotrope, c’est un plan isotrope. Tous les
plans tangents a la surface sont isotropes. Cherchons 1’équation générale des
plans isotropes. Soit

ar +by+cz+d=0

nous avons la condition
A+ +cF=0

ou
a? +b* = —c?,
(a+ib) (@ — ib) = —c*.
Posons 1
a+1b = te, a—ib:—gc,
ou

a+1ib—tc=0, ta — bt 4+ ¢ = 0;
de ces deux relations nous tirons
a b c

-2 —(1+¢) =2t

ou
a b c

-2 il+e) -2t

d’ou I’équation générale des plans isotropes

(1) (1 —tHa +i(1 + %)y — 2tz + 2w = 0.

Un plan isotrope dépend de deux paramétres. La surface considérée est l'en-
veloppe de plans isotropes; si ces plans dépendent de deux parameétres, elle se
réduit au cercle imaginaire a l'infini. Supposons alors que w soit fonction de t
par exemple; le plan tangent ne dépendant que d’un paramétre, la surface est
développable, c’est une développable isotrope. Cherchons son aréte de rebrous-
sement. Différentions 'équation (1) deux fois par rapport a ¢. Nous avons

(2) —tr+ity—z+w =0
(3) —x+iy+w =0

les équations (1), (2), (3) définissent ’aréte de rebroussement ; (3) donne

. "
T—iy=w,
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(2) s’écrit
z=—t(x—iy) + v =w — tw”,
et (1)
x+ iy = t2(x —iy) + 2tz — 2w = *w” + 2t(w’ — tw") — 2w
d’oui, pour les équations de l'aréte de rebroussement :
(4) x—iy=uw", z+iy = —2w + 2tw’ — t*w”, z=w —tw".
Nous en tirons

d(z —1y) = w" dt, d(x +iy) = —t*w" dt, dz = —tw" dt;
d’ou
d(x —iy) d(z + iy) = —t*(w")* dt* = —d2?,
ou

d(z —iy) d(z + iy) + dz* = 0,
da® + dy® 4 dz* = 0;

c’est une courbe minima. L’aréte de rebroussement d’une développable isotrope
est une courbe minima.
Réciproquement, considérons une courbe minima. Nous avons la relation

da® + dy?® + dz* = 0.

Différentions
de d®x + dy d*y + dz d*z = 0,

mais l'identité de Lagrange nous donne

Z dz? Z(dzx)2 - (Z dx d2x>2 = Z(dy d*z — dz d*y)* = 0,

ou A, B, C désignant les coefficients du plan osculateur
A4+ B*+ C*=0.

Le plan osculateur en un point d’une courbe minima est isotrope. Toute courbe
minima peut étre considérée comme [’aréte de rebroussement d’une développable
150trope.

Il en résulte que cette aréte de rebroussement est la courbe minima la plus
générale, et que les coordonnées d’un point d’une courbe minima quelconque
sont données par les formules (4), ou w est une fonction arbitraire de t.
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Lignes asymptotiques.

4. Si nous cherchons maintenant les courbes d’une surface tangentes en
chacun de leurs points & une asymptote de l'indicatrice, nous sommes ramenés
a intégrer ’équation

U(du, dv) = 0,

et nous obtenons les lignes asymptotiques. Comme précédemment, nous voyons
qu’il y a deux familles de lignes asymptotiques, et par tout point de la surface
passe en général une asymptotique de chaque famille.

L’équation différentielle précédente s’écrit

> Adr =0,

on a d’ailleurs

> Adz =0;

mais A, B, C sont les coefficients du plan tangent a la surface ; les équations pré-
cédentes montrent qu’il contient les directions dx, dy,dz et d*x,d*y, d*z, donc
coincide avec le plan osculateur a la courbe; donc les lignes asymptotiques sont
telles que le plan osculateur en chacun de leurs points soit tangent a la surface.
En particulier, toute génératrice rectiligne d’une surface est une ligne asympto-
tique, car le plan osculateur en un point d’une droite étant indéterminé, peut
étre considéré comme coincident avec le plan tangent en ce point a la surface. Si
donc une surface est réglée, un des systémes de lignes asymptotiques est consti-
tué par les génératrices rectilignes.

Si nous prenons les lignes asymptotiques pour courbes coordonnées, nous
aurons

E =G =0

et
U(du,dv) = 2F du dv.

Les lignes asymptotiques sont réelles aux points ot la surface est a cour-
bures opposées, imaginaires aux points ot elle est convexe. Elles sont en général
distinctes, et distinctes aussi des lignes minima. Nous allons examiner les cas
d’exception.

1°. Les lignes asymptotiques sont confondues. Prenons 1’équation de la sur-
face sous la forme

Z:f(x,y):

nous avons E'G’ — F2 = 0, condition qui se réduit ici &
rt—s? =0;

tous les points de la surface doivent étre paraboliques. L’équation différentielle
précédente peut s’écrire

dpdx + dqdy = 0.
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Elle montre que si I'une des différentielles dp, dq est nulle, 'autre est aussi nulle,
donc p, q sont fonctions I'un de I'autre. Le plan tangent en un point s’écrit

PX—x)+q(Y —y) = (Z—-2)=0,

ou
pX+qY —Z =pr+qy — z.
Mais
d(pr +qy — 2) = v dp + ydq

et nous voyons que si dp = 0, puisque dg = 0, on a en méme temps d(px + qy —
z) = 0, donc pz + qy — z est fonction de p, de méme que ¢, et alors le plan
tangent ne dépend que d’un seul paramétre, et la surface est développable. La
réciproque est évidente, car si I’équation pX + qY — Z = px + qy — 2z ne dépend
que d’'un parameétre 6, dp et dq sont proportionnels a df, et les deux formes
linéaires dp = r dx+ s dy, dqg = s dx+t dy ne sont pas indépendantes. On a donc
bien

ros

2
St—rts 0.

Donc les surfaces a lignes asymptotiques doubles sont les surfaces dévelop-
pables, et les lignes asymptotiques doubles sont les génératrices rectilignes. Pour
les développables isotropes, les lignes asymptotiques doubles sont confondues avec
les lignes minima doubles, qui sont les génératrices rectilignes isotropes.

Remarque. Pour les surfaces développables, I’aréte de rebroussement ayant
son plan osculateur tangent a la surface doit étre considérée comme une ligne
asymptotique. Son équation est en effet une intégrale singuliére de 1’équation
différentielle des lignes asymptotiques.

2°. Une famille de lignes asymptotiques est confondue avec une famille de
lignes minima. Ecartons le cas des développables isotropes, qui vient d’étre exa-
miné. Prenons les lignes minima comme courbes coordonnées, E = 0, G = 0,
et si nous supposons que la famille v = const. constitue une famille d’asympto-
tiques, dv = 0 doit étre solution de ¥(du, dv) = 0, donc

or oy 0
ou Ou Ou

, |0z Oy 0z |
Pr %y 0%z
ou? ou? Ou?

Il existe donc entre les éléments des lignes de ce déterminant une méme relation
linéaire et homogéne. On a
4
0? 0 0
I _MZ N
ou? ou ov
Py Oy Ay
ouz du ov’
0%z 0z N 0z
ou? ou ov’
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ox Oy 0
Multiplions respectivement par —w, —y, P ot ajoutons. Le coefficient de M est
) gu ou’ du
E = 0, le premier membre est 290 0, donc NF = 0, et comme F # 0, N = 0,
U

et nous avons :

0w 0%y 0?2

Qu? _ _ou? _ Our _

Ox dy 0z ’

ou ou ou
les courbes v = const. sont des droites, et comme ce sont des lignes minima, ce
sont des droites isotropes. Et réciproquement si les courbes v = const. sont des

droites, on a

o~ ouw o ou o o

0%z ox
ZAw:MZA%:O

les courbes v = const. qui sont des droites minima sont des lignes asympto-
tiques. Donc les surfaces qui ont une famille d’asymptotiques confondue avec
une famille de lignes minima sont des surfaces réglées a génératrices isotropes,
et ces génératrices sont les asymptotiques confondues avec les courbes minima.

0*x Ox 0%y Oy 0%z \ 0z

et par suite

3°. Les deux systemes d’asymptotiques sont des courbes minima. En prenant
toujours les lignes minima comme courbes coordonnées, il faut que 1’équation
U(du, dv) = 0 soit satisfaite pour du = 0, dv = 0, il faut donc que E' = G’ = 0.
Alors les formes quadratiques ® et W sont proportionnelles. Il en est de méme
avec un systéme de coordonnées quelconques et on a

E  F &

E F G
L’indicatrice en un point quelconque est un cercle, tous les points de la surface
sont des ombilics. En reprenant le calcul comme précédemment, on verra que

la surface admet deux systémes de génératrices rectilignes isotropes. C’est une
sphere.

Surfaces minima.

5. Ce dernier cas nous a conduit a étudier la surface telle que 'indicatrice
soit toujours un cercle. Examinons maintenant le cas ou cette indicatrice est
toujours une hyperbole équilatére. Ceci revient a chercher les surfaces pour les-
quelles les lignes asymptotiques sont orthogonales. Il faut pour cela que 1'on
ait

EG + GE' — 2FF' =0,

ou
1 1

J— + —

Ri Rs
Les rayons de courbure en chaque point sont égaux et de signes contraires; la
surface est dite une surface minima.

0.
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Prenons pour coordonnées les lignes minima. Alors E =0, G =0, et
ds* = 2F du dv;
la condition précédente donne F/ = 0, et
VU (du, dv) = E' du® + G’ dv?.
Mais on a
o oy 0
ou ou ou
ox oy 0z
ov ov ov
Px 0%y 0%z
Judv Oudv Oudv

Il existe donc une méme relation linéaire et homogéne entre les éléments des
lignes. On a

( 0%z Ox Ox
=M—+N—
Ou Ov 8u ov’
%y dy dy
=M-—=4+N-2Z2
Ou Ov ou + ov’
0%z 0z 0z
=M—+N—
\ Ju v au ov’
ox 8y 0z
Multiplions respectivement par — 90 90’ Du et ajoutons. Le premier membre est
1 OE
3 ?9_ = 0; le coefficient de M est E = 0; nous avons donc NF = 0, donc N = 0.
U
ox Oy O
De méme en multipliant par 8:6 8_y 8—2 et ajoutant, on trouvera M = 0; donc
on a
Px 0 Py 0 Pz
oudv oudv oudv

Ce qui donne

z=flu)+ o), y=gk)+v@), z=nh)+x);

les surfaces représentées par des équations de cette forme sont dites surfaces
de translation. Elles peuvent étre engendrées de deux fagons différentes par la
translation d’une courbe de forme invariable dont un point décrit une autre
courbe. Considérons en effet sur la surface les quatre points Mg (ug, vo), M1 (u, vo),
M (ug, v), M(u, v). D’aprés les formules précédentes ces points sont les sommets
d’'un parallélogramme. Si, laissant v, fixe, on fait varier u, le point M; décrit
une courbe I' de la surface; de méme si, laissant u fixe, on fait varier v, le
point My décrit une autre courbe IV de la surface. On peut donc considérer la
surface comme engendrée par la courbe I animée d’un mouvement de translation
dans lequel le point My décrit la courbe I, ou par la courbe I animée d’un
mouvement de translation dans lequel le point M; décrit la courbe I'.

Pour les surfaces minima, les six fonctions f, g, h, v, %, x ne sont pas quel-
conques. Elles doivent satisfaire aux relations

E:f/2+g/2+h/2:0, G:¢/2+¢/2+X/2:0;
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il en résulte que la courbe

{L’:f(U), y:g(u)7 ZZh’(“)

est une courbe minima, et si nous nous reportons aux équations générales d’une
courbe minima, nous voyons que nous pouvons écrire, F étant une fonction
quelconque de u

fu) —ig(u) = F"(u),
f(w) +ig(u) = —2F (u) + 2uF'(u) — v*F" (u),
h(u) = F'(u) — uF"(u).

De méme la courbe

étant une courbe minima, on aura, ® étant une fonction quelconque de v,

p(v) — i (v) = ¢"(v),
o(v) + ih(v) = =20 (v) + 20P' (v) — v*®"(v),
X(v) = @' (v) — v®"(v);

d’ott les coordonnées d'un point de la surface minima la plus générale

r+ iy = —2F(u) + 2uF'(u) — v*F"(u) — 2®(v) + 209’ (v) + v?®" (v),
v —iy = F'(u) + ®"(v),
z=F(u) — uF"(u) + ®'(v) — v®"(v).

Dans le cas ou I’équation de la surface est mise sous la forme

= f(xay>7

I’équation aux dérivées partielles des surfaces minima est

(14+p)t+ (1 +¢*)r+2pgs=0.

Lignes courbure.

6. Les lignes de courbure sont les lignes tangentes en chacun de leurs points
aux directions principales ou axes de l'indicatrice. Ce sont les intégrales de
I’équation

od ov od ov 0
Odu 0dv  Odv Odu

les directions principales étant conjuguées par rapport aux directions isotropes
et aux directions asymptotiques. Si ces deux couples constituent quatre direc-
tions distinctes, les directions principales seront aussi distinctes et distinctes
des précédentes. Il en résulte qu’il n’y aura pas d’autres cas singuliers pour les




42 GEOMETRIE SUPERIEURE

lignes de courbure que ceux déja rencontrés pour les lignes minima et les lignes
asymptotiques.

1°. Surfaces réglées non développables a génératrices isotropes (la sphére ex-
ceptée). Une famille de lignes minima est constituée par des lignes asympto-
tiques. Prenant les lignes minima comme coordonnées, nous avons

® = 2F du dv;

prenons les lignes u = const. confondues avec les asymptotiques, du = 0 doit
annuler ¥ ; donc

U = E du® + 2F' du dv;
I’équation différentielle des lignes de courbure est
FdvF du —F du(E du + F'dv) = 0,
ou
E'F du® = 0.

Les lignes de courbure sont doubles, ce sont les génératrices rectilignes isotropes
qui sont déja lignes minima et asymptotiques.

2°. Spheére. @, ¥ sont proportionnels, I’équation différentielle est identique-
ment vérifiée. Sur la sphére toutes les lignes sont lignes de courbure.

3°. Surfaces développables non isotropes. Prenons les génératrices rectilignes
comme courbes u = const., ce sont des lignes asymptotiques doubles, nous avons

ds® = Edu® + 2F du dv + G dv?,
U = E' du?;

I’équation différentielle des lignes de courbure est
(Fdu+ Gdv)E' du = 0.
Les lignes de courbure sont les génératrices rectilignes, qui sont déja lignes

asymptotiques, et leurs trajectoires orthogonales.

4°. Surfaces développables isotropes. Prenant pour courbe v = const. les
lignes minima doubles confondues avec les lignes asymptotiques doubles, nous
avons

d = E du?, U = E du?.

L’équation aux lignes de courbure est identiquement vérifiée. Sur les dévelop-
pables isotropes toutes les lignes sont lignes de courbure.

Remarque. Pour un plan, les courbes minima sont des droites; et toute
ligne du plan est asymptotique et ligne de courbure.
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Courbure géodésique.

7. Examinons maintenant la deuxiéme formule fondamentale

sinf 1 9 2 9

R = Hde H* (dud*v — dv d*u)
1 OE 5 OE OoF 10G 9
- — — —_—— = E F
28udu +8v dudv+<a 5 8u)alv du+ Fdv |
OF 1 0E 9 0G 1 0G 9 ’

0 est I'angle de la normale principale avec la normale a la surface. Soit C le
centre de courbure. Considérons la droite polaire, qui rencontre le plan tangent
en G, nous avons

MC = MG cos (9 — g) = MGsin 6.
MG est ce qu’'on appelle le rayon de courbure géodésique R,. On a
R = Rysin6.

Le point G est le centre de courbure géodésique.
La projection du centre de courbure géodésique sur N
la normale principale est le centre de courbure. L’in-
verse du rayon de courbure géodésique s’appelle cour-
bure géodésique. Son expression ne dépend que de
E,F,G et de leurs dérivées; la courbure géodésique
se conserve quand on déforme la surface.
Cherchons s’il existe des courbes de la surface
dont le rayon de courbure géodésique soit constam- AN¢
ment infini. De telles courbes sont appelées lignes

]

P’ M

sin 6
géodésiques. Alors —— est constamment nul, et C

comme R n’est pas constamment infini, sinf = 0.
Le plan osculateur est normal a la surface en chaque
point de la courbe. Les lignes géodésiques sont défi-
nies par une équation différentielle de la forme

V" = ®(u,v,0").

De I'étude des équations de cette forme il résulte qu’il y a une ligne géodésique
et une seule passant par chaque point de la surface et tangente en ce point a
une direction donnée du plan tangent. Il y en a une et une seule joignant deux
points donnés dans un domaine suffisamment petit.

Prenons pour lignes coordonnées les lignes minima. Alors E = G = 0 et

H? = —F2. L’équation différentielle des lignes géodésiques devient
OF
— dv? Fdv
ov

2 2 2 _
—F*(dud®v — dvd*u) — OF =0,

0 du® Fdu
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ou
0 logF du dv® — alo—ngquv =0
ov ou

on voit qu’elle est vérifiée pour du = 0, dv = 0. Ainsi les lignes minima sont des
lignes géodésiques.

du d*v — dv d®u +

Remarque. Sile plan osculateur se confond avec le plan tangent, le centre de
courbure se confond avec le centre de courbure géodésique; et si en particulier
on considére un plan dans ce plan la courbure géodésique n’est autre que la
courbure. Il en résulte que les lignes géodésiques du plan sont les droites de ce
plan, ce qu’on vérifie facilement par le calcul.

Définition directe de la courbure géodésique.
Considérons sur la surface une courbe (C)
et une famille de courbes (K) orthogonales
a (C). Sur chaque courbe (K) portons a
partir du point M ou elle rencontre la
courbe (C) une longueur d’arc constante MN.
Pour chaque valeur de cette constante nous ob-
tenons une courbe (C’) lieu du point N. Pre-
nons comme courbes coordonnées les courbes
(C),(C'),..., (v = const.), la courbe (C) étant
v = 0, et les courbes (K), (u = const.). Alors
v ne sera autre que la longueur d’arc MN. Nous
avons

ds® = Edu® + 2F du dv + G dv?.

La courbe v = 0 est orthogonale & toutes les courbes (K), donc on a, quel que
soit u

F(u,0) = 0;
v représentant 'arc MN, on a ds? = dv?, d’ou G = 1, et alors

ds® = E du?® + 2F du dv + dv®.

Nous pouvons de méme supposer que sur la courbe (C), u représente 1’arc. Alors
pour v = 0, on a ds = du, donc

E(u,0) =1,
et pour cette courbe (C) on a
H*=EG-F*=1,
d’ou H = 1. Nous avons alors
10E
sin @ 1 2 g L E du 1 OE

R ds? <8F 18E> ) T 200
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Pour la courbe (C’) nous aurons

ds® = E du?,
d’ou

ds =vVE du;
prenons la dérivée logarithmique par rapport a v

OE
8logds_8log\/ﬁ_ 1 1% _ia_E
v ov VE 2VE 2E Ov
Si on considére la courbe (C), E =1, et on a pour cette courbe
dlogds 1 G_E

ov 2 Ov’

d’ou

1 sinQ__alog ds

R, R ov
ce qui donne une définition de la courbure géodésique n’empruntant aucun élé-
ment extérieur a la surface.

Propriétés des géodésiques.

Supposons en particulier que toutes les courbes (K) soient des géodésiques.
Avec les mémes conventions que précédemment, du = 0 doit étre une solution
de I'équation différentielle des lignes géodésiques, ce qui donne

3_F F OF
0 1 v

donc F est une fonction de w seulement, et comme F = 0 pour v = 0, F est
identiquement nul, et on a

ds®> = E du® + dv?;

et alors toutes les courbes (C) coupent orthogonalement les géodésiques (K).
Donc si nous considérons une courbe (c), si nous menons en chaque point de (c)
la géodésique qui lui est orthogonale, et si mous portons sur chacune de ces
géodésiques un arc constant, le lieu des extrémités de ces arcs est une courbe (')
normale aux géodésiques. Nous obtenons ainsi les courbes paralléles sur une
surface quelconque.

Réciproquement, si nous considérons une famille de géodésiques et leurs tra-
jectoires orthogonales, ces trajectoires déterminent sur les géodésiques des lon-
gueurs d’arc égales. Toujours avec les mémes hypotheéses, les courbes v = const.
et v = const. étant orthogonales, on a F = 0. Les u = const. étant des géodé-
siques, nous avons

10G
- —dv? G v
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G # 0, sans quoi les courbes u = const. seraient des courbes minima, donc

oG = 0 et G = p(v). Calculons alors 'arc d’une courbe (K) compris entre la

ou

courbe v = vy et la courbe v = v;. Nous avons
ds* = G dv® = p(v) dv?,

et

SZ/U:I\/wdv;

s est indépendant de u, I'arc est le méme sur toutes les géodésiques.
Si on prend encore pour v l’arc sur les courbes u = const. on a

ds? = E du® + dv?,

et cette forme est caractéristique du systeme de coordonnées employé, constitué
par une famille de géodésiques et leurs trajectoires orthogonales.

Prenons alors sur la surface deux points voisins A, B. Il existe une ligne
géodésique et une seule dans le domaine de ces deux points et joignant ces
deux points. Considérons une famille de géodésiques voisines ne se coupant pas
dans le domaine, et leurs trajectoires orthogonales. Prenons-les comme courbes
coordonnées. Considérons une ligne quelconque de la surface allant de A a B,
soit

u= f(v).

Si A a pour coordonnées ug, vy et B, ug, v, la longueur de 'arc AB de cette
ligne est

/ VEd +dvt = / VE(f(0),0) f2(0) + 1dv.

Cette intégrale est visiblement minima si f’(v) = 0, c’est-a-dire si la courbe
joignant A B est la géodésique. Ainsi donc, dans un domaine suffisamment
petit entourant deux points d’une surface, la géodésique est le plus court chemin
entre ces deux points.

Torsion géodésique.
8. Voyons enfin la troisiéme formule fondamentale

1 db 1 Fdu+Fdv Fdu+Gdv

T ds H2ds?|Edu+Fdv Fdu+Gdvl|
Si 0 est constant, et en particulier constamment nul, la formule précédente
donne la torsion; elle donne donc en particulier la torsion d’une géodésique.
U
L’expression précédente ne dépend que de T c’est-a-dire de la direction de
v
la tangente. Considérons alors sur la surface une courbe (c¢) et un point M. Il

d
existe une géodésique tangente a (c¢) au point M et T s est la torsion de
s
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1
cette géodésique. C’est pourquoi T s s'appelle torsion géodésique. On voit
s

ainsi que la torsion géodésique en un point d’une courbe est la torsion de la
géodésique tangente en ce point a la courbe donnée. Posons

1 1 db

T, T ds’
T, est le rayon de torsion géodésique. Contrairement au rayon de courbure
géodésique, il change dans la déformation des surfaces.

La formule précédente montre que la torsion géodésique est nulle si la di-
rection du, dv est une direction principale; la torsion géodésique est nulle pour
toute courbe tangente a une ligne de courbure. 11 en résulte que les lignes de
courbure ont une torsion géodésique constamment nulle ( Théoréme de Lancret).

1
— est le quotient de deux trindmes du deuxiéme degré en du, dv, on peut

donc étudier sa variation. Prenons pour courbes coordonnées les lignes de cour-
bure, elles sont conjuguées et rectangulaires, donc F — F' = 0, et

E G\ du d_v

1 1
E'G—GE)dudy = | — — = | &2
(GG)U’U( )dsds

T_g T H2ds?

E G

Si nous revenons aux notations employées au N° 1 pour 1’étude de la courbure
normale, les coefficients de direction de la tangente dans le plan tangent sont

d d
A=VvEZ u=VGE,
ds ds
et alors
1 1 (E’ G’ )
= ==\T oM
T, VEG \E G
les rayons de courbure principaux sont

1 1 K 1 1 G

Ry - vEG E’ Ro VEG G’

L1 1Y,
T, \R, Ry

d’ou la formule d’Ossian Bonnet, analogue a la formule d’Euler
1 1 1 .
— = | — — — | siny cos .
T, \Ri Ry 7%
Théorémes de Joachimsthal.

Considérons une courbe (c) intersection de deux surfaces; le plan normal
a (c) en I'un de ses points M contient la normale principale a la courbe et les
normales aux deux surfaces. Soit V l'angle des normales MN, MN’: 6,6’ leurs
angles avec MP.
Nous avons
V=0 -0;
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mais
1 B do B 1 1 B do’ 1

T ds T, T ds T,

d’oll en retranchant

dav. 1 1
ds T, T
1
Supposons alors que (c¢) soit ligne de courbure des deux surfaces; T et T
9 g

sont tous deux nuls, s = 0, V est constant. D’ou les Théorémes de Joachim-
s

sthal : St1 2 surfaces se coupent suivant une ligne de courbure, leur angle est
constant tout le long de cette ligne, et la méme formule montre immédiatement
que réciproquement : si deuzr surfaces se coupent sous un angle constant, et si
["intersection est ligne de courbure pour l'une des surfaces, elle est aussi ligne
de courbure pour l’autre. Sur un plan ou sur une sphére, toutes les lignes sont
lignes de courbure; donc si une ligne de courbure d’une surface est plane ou
sphérique, le plan ou la sphére qui la contient coupe la surface sous un angle
constant, et réciproquement, si un plan ou une sphére coupe une surface sous
un angle constant ['intersection est une ligne de courbure de la surface. Enfin
si un cercle est ligne de courbure d’une surface, il y a une sphére passant par
ce cercle qui est tangente a la surface en un point du cercle; et, par suite, en
tous les points du cercle. Donc toute ligne de courbure circulaire est la courbe
de contact d’une sphére inscrite ou circonscrite a la surface.

EXERCICES.
12. On considére la surface
x_CQ—bZ uv _\/62—62 Vb2 — 2 Z_\/CQ—bz ’LL\/’UQ—CQ‘
b u4v’ 4= b ut+v N c u+v

déterminer ses lignes de courbure, et calculer les rayons de courbure principaux.

13. On considére la surface

:c:;/(1—u2)f(u)du+;/(1—v2)cp(v)dv,

y=y [a+a) swdu= g [+ e,

z:/uf(u) du+/v¢(v) dv.

Calculer les rayons de courbures principaux et les coordonnées des centres de
courbures principaux. Former I’équation différentielle des lignes de courbure et
des lignes asymptotiques. Etudier les lignes de courbure en prenant

2

fu) = p(v) =

(m? + u?)?’ (m2 +v?)?’

et en introduisant de nouvelles coordonnées par les formules

A+ A—1
zw, v =mtg W.

u=mtg 5




14.

15.

16.

17.

EXERCICES 49

Soient, en coordonnées rectangulaires, les équations

1
x = 56“ cos(v — a) + 56_“ cos(v + ),

1
y= 56“ sin(v — a) + 56_“ sin(v 4 «),

zZ =ucoso + vsina.

1°. Pour chaque valeur de «, ces formules définissent une surface S,. Indiquer
un mode de génération de cette surface. Que sent en particulier Sy et S% ?

2°. On considere deux de ces surfaces S, et Sg, et on les fait correspondre
point par point de maniére que les plans tangents aux points correspondants soient
paralléles. Démontrer que les tangentes & deux courbes correspondantes, menées
en deux points homologues, font un angle constant.

3°. Chercher les lignes de courbure et les lignes asymptotiques de S, et trouver
une propriété géométrique des courbes auxquelles elles correspondent sur Sg, dans
la transformation précédente. Qu’arrive-t-il pour a = § 7

Chercher les surfaces dont les lignes de courbure d’un systéme sont les courbes de
contact des cones circonscrits ayant leurs sommets sur Oz. Quelles sont les autres
lignes de courbure ?

Etudier les surfaces dont les lignes de courbure d’un systéme sont situées sur des
sphéres concentriques. Que peut-on dire des lignes de courbure de I’autre systéme ?

Si les courbes coordonnées u = const., v = const. sur une surface S sont les lignes
asymptotiques de cette surface, et si [, m, n sont les cosinus directeurs de la normale
a S, en un point quelconque de S, montrer qu’il existe une fonction 6 telle que I'on
ait

[ on on om om

[l ol on . on

[ om om ol ol
dz=0]l <8udu_8v dv)—m(audu—avdv>].

Calculer, en partant de ces formules, le ds? de la surface, I’équation des lignes
de courbure, I’équation aux rayons de courbure principaux. Calculer la torsion
des lignes asymptotiques, et montrer qu’elle s’exprime au moyen des rayons de
courbure principaux seulement.
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LES SIX INVARIANTS — LA COURBURE TOTALE.

Les six invariants.

1. Dans l'étude des courbes tracées sur une surface (S) ne sont intervenus
que les coefficients des deux formes quadratiques fondamentales :

®(du, dv) = ds* = Edu® + 2F dudv + G dv?,
U(du,dv) =Y Ad’z = E'du® + 2F'dudv + G dv?,

et les différentielles de u, v, considérées comme les fonctions d’une variable in-
dépendante t qui correspondent a chaque courbe particuliére considérée.

Si I'on déplace la surface (S) dans I'espace, sans la déformer, et sans changer
les coordonnées superficielles u, v employées, ces formes quadratiques demeu-
reront les mémes, de sorte que leurs siz coefficients E, F, G, E',F', G’ sont six
movariants différentiels, pour le groupe des mouvements dans l’espace.

Cela résulte, pour la forme ds* = ®(du, dv), de ce qu’elle représente le carré
de la différentielle d’un arc qui reste le méme dans les conditions énoncées.

Dés lors H = vVEG — F? est un invariant, et la formule

cos 6
U(du,dv) = H ®(du, dv) B
dont tous les facteurs du second membre sont invariants, montre que W possede
aussi la propriété d’invariance.
Il n’y a du reste aucune difficulté a vérifier, par un calcul direct, I'invariance
des six coeflicients sur les formules qui les définissent :

ox\ > ox Ox or\?>
(1) Z (8u) ’ ou v ’ Z (81}) G,
0%z 0%x 0%x

—— =F A = A— =
ou? ’ ou Ov ’ ov? @,

(2) A

ou l'on se rappelle que A, B, C sont les trois déterminants fonctionnels

Rappelons enfin I'identité

H=+VvA2+ B2+ (C2=+vEG — F2.

La forme de la surface définie par les six invariants.

Supposons maintenant que E, F, G, E/,F’, G’ aient été calculés, en fonction
de u, v, pour une surface (S) particuliére

(3) m:f(u,v), y:g<u71})7 ZZh(“?”);
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et considérons les équations (1), (2) comme un systéme d’équations aux déri-
vées partielles, ot x, y, z sont les fonctions inconnues, u, v les variables indépen-
dantes, et E, F, G, E', F/, G’ des fonctions données. En vertu de I'invariance que
nous venons d’expliquer, ce systéme différentiel admettra comme intégrales, non
seulement les fonctions (3), qui définissent (S), mais encore toutes les fonctions

r=x0+af +a'g+a’h,
(4) y=vyo+0f+069+0"h,
z=20+vf +7g+7"h,

qui définissent les surfaces obtenues en déplagant (S) de toutes les maniéres
possibles, lorsqu’on donne a xg, yo, 29, toutes les valeurs constantes possibles, et
a o, By, o, 0,9, ", 3" +" toutes les valeurs constantes compatibles avec les
conditions d’orthogonalité bien connues.

Cela donne donc des intégrales dépendant de six constantes arbitraires. Nous
prouverons que le systéme (1), (2) n’en a pas d’autres; ce que l'on pourra
exprimer en disant que la forme de la surface est entierement définie par les siz
invariants E,F, G, E,F', G'.

On démontre dans la théorie des équations aux dérivées partielles que, dans
tout systéme dont 'intégrale générale ne dépend que de constantes arbitraires,
toutes les dérivées partielles d’un certain ordre peuvent s’exprimer en fonction
des variables indépendantes et dépendantes et des dérivées d’ordre inférieur.
Nous devons donc essayer de constater que cela a lieu pour notre systéme;
et commencer par différentier les équations (1). Les résultats obtenus peuvent
s’écrire :

ox 0z 1 0E ox 0%z _OF  10E
ou 0w 2 ou’ v ou:  du 2 v’
- 00 Pr _10E 00 Or _10G
oududv 2 v’ ov Oudv 2 Ou’
8x32x_8F 100G 8x32x_18G'
( £~ du vz v 2 Ou’ o2 2 v’

et 'on voit qu’en associant ces équations aux équations (2), on obtiendra effec-
tivement les expressions de toutes les dérivées du second ordre.
Pour faciliter ce calcul, nous introduirons les cosinus directeurs de la nor-
male :
C
6 l=—= m= — n=—;
(6) =
et nous substituerons a la forme Y A d*z la forme
1
2 L 2. 2 2
(7) Xydx—HE:Adx_LML+2MMMU+NM

de sorte qu’on aura

8) L==, M=-—, N=2,
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et que les équations (2) seront remplacées par

0%z 0%z 0%z

) guz owae — M g0z
Cela fait, si on pose :

0%z ox ox

R L/ - L// - L///l

Ou? ou + ov + ’

%y dy dy

P L/ —J L// —J LI//

ou? ou + ov tLom,

0%z 0z 0z

R LI -~ L// s LI/I

ou? ou + ov thm,

L/, L”, L" étant des coefficients & déterminer, on aura pour les calculer les condi-
tions

or 0*x Ox 0%x 0%u

— — =EL'+FL” — — =FL'+ GL” | — =L1";

ou Ou? * ’ ov Ou? * ’ Z Ox? ’
d’ott on conclut d’abord L = L ; et ensuite, en se servant des formules (5), des

équations qui donneront L' et L”.
En opérant de méme pour les autres dérivées, on obtient les résultats suivants

([ 0%z Ox Ox
S R Y
ou? ou + Ov T
0%z Ox Ox
10 =M = +M' = +MI
(10) ou Ov ou + ov T
0%z , Ox Oz
22N N N
L Ov? ou + ov TR
avec les équations auxiliaires :
( 1 OE OF 10E
EL' +FL" = - — FI/+QL" = = - - 2=
+ 2 ou’ + ou 2 0ov’
1 OE oG
(11) EM + FM” = 530 FM + GM” = P
v u
OoF 190G 1 0G
EN/ FN// - - _ - = FN/ N,/ _ -
\ * ov 2 ou’ +G 2 Ov’

d’ont on déduirait les valeurs des coefficients L', L”, M’, M”, N, N”. On remar-
quera qu’elles ne dépendent que des coefficients E, F, G de 1’élément linéaire
ds? = ®(du, dv), et des dérivées premicres de ces coefficients.

Enfin, les mémes équations (10) subsisteront pour les autres coordonnées
y, z; il n’y aura qu’a y laisser les mémes coefficients, et & y remplacer la lettre x
par la lettre y ou la lettre z, en méme temps qu’on changera [ en m ou en n.

Nous concluons de la que si on connait, pour un systéme de valeurs de u, v,
les valeurs de x, y, z et de leurs dérivées premiéres, on pourra calculer les valeurs
de leurs dérivées secondes ; et, par des différentiations nouvelles, celles de toutes
leurs dérivées d’ordre supérieur. Et par suite les développements en séries de
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Taylor d'une intégrale quelconque ne peuvent contenir d’autres arbitraires que
les valeurs initiales de

dr Or Oy Oy 0z 0z
ou’ dv’ Ou Ov’ Ou’ v’
et encore celles-ci doivent étre liées par les équations (1) ; et, lorsque ces valeurs
initiales sont données, l'intégrale est entierement déterminée.

Donc, pour prouver que (4) donne l'intégrale générale, il reste seulement a
montrer que (4) peut satisfaire aux conditions initiales énoncées. Or, si nous
introduisons les cosinus directeurs I',m/,n’; I, m”,n” des tangentes MU, MV
aux deux courbes coordonnées qui passent par un point quelconque M de la
surface, nous aurons

% _rvE  YowvE L -owvE

z, Yy, z

o u ou
% _ l”\/@, @ _ WL//\/G7 % _ n//\/a;
ov ov ov

et les conditions (1) se réduiront a

orr=1 =1 > I'= \/%_G = cosw,

w étant Iangle (MU, MV).

Les conditions initiales signifient donc que 'on se donne arbitrairement la
position du point M, et la direction des tangentes MU, MV, sous la réserve que
ces directions fassent entre elles le méme angle qu’elles font au point corres-
pondant de (S). Il y a donc bien une des positions de (S) qui satisfait a ces
conditions, et notre résultat se trouve définitivement établi.

Remarque. Le raisonnement précédent serait en défaut, si les courbes co-
ordonnées étaient les lignes minima (a cause de E = G = 0). Mais il suffit de
remarquer que si ¢ et W sont connues, pour un systéme de coordonnées u, v,
on en déduit leurs expressions pour un autre systéme de coordonnées u, v, en y
effectuant directement le changement de variables correspondant. Notre théo-
réme est donc vrai pour tout systéme de coordonnées superficielles, dés qu’il est
vrai pour un seul.

Les conditions d’intégrabilité.

2. Les coefficients des formules (10) satisfont a certaines conditions, dites
conditions dintégrabilité qu’on obtient en écrivant que les dérivées du troisieme

Px OPx . . .
ordre , ont la méme valeur, qu’on les obtienne en différentiant
ou? ov’ Ju dv?

I'une ou l'autre des formules (10).

Pour pouvoir calculer ces conditions, il est commode d’avoir des formules qui
donnent les dérivées des cosinus directeurs [, m, n de la normale. Ils sont définis
par les équations

Zz%:o, Zz%:o, dr=1,
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qui donnent, par différentiation :

ol Oz ol Ox 0%x
Bu ou Zlaur—’ ey VD DL vy wha
ol 8x ol Ox 0%x
12 _ -z Z
(12) Ou v Zlauﬁv M, ov Qv lazﬂ N,
ol ol
%l 0, %l 0.

Si donc on pose, en suivant la méme méthode qu’au paragraphe précédent,

8[_ , Oz , Ox
5 P@u +P %—FPI
om 1,0y | 0y
8u_P8u+P %—FP
on 82 , 02

on trouvera :

ox Ol ) , oz 0Ol ) , ol
5555_4ﬁ>+FP, avau_FP—+GP }:z&t_

c’est-a-dire qu’on peut écrire, en tenant compte des formules (12),

ol ox ox

=P -4+ P = t d & :
(1?)) 0u 0u + o’ et de meéme
al Q - n @
o ov’

les coefficients P’, P”, Q’, Q" étant définis par :

Y

EP' +FP"=-L,  FP'+GP'=-M
(14) {

EQI + FQII — _1\/[7 FQ/ + GQII — _N

et qu'on aura les mémes formules pour m,n en changeant x en y, et en z,
respectivement.

Nous achéverons le calcul, en supposant la surface rapportée a ses lignes
minima. Les calculs précédents se simplifient alors beaucoup. Si nous appliquons
directement les formules trouvées, nous obtenons :

E=0, G=0,

L// — 0’ L/ — alOgF, Ml/ — O, M/ — O, N/l — alOgF’ Nl — 07
u ov
P//: _E 1:)/:—M //: —M Q/: —N
F’ F’ F’ F’
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c’est-a-dire

(0% dlogF Ox ‘L
o ou 8u
0%z
15 —
(15) Ou Ov M,
Px  OlogF Ox
L 92 v 8v +NY,
(O 1 (0 0,
ou ou ov
(16)
DL (e 0
L Ov ou ov )’

Alors, en différentiant la premiére équation (15), il vient :

ou F ov

Oz (0*logF  NLY Oz LM@J:+ 8logFM+8_L l
ouzdv  \ Oudv F ou ov )’

en différentiant la deuxiéme équation (15), il vient

O _ MOz LMoz M,
ouzov  F  Ou F Oov Ou '’

et en égalant, on obtient :

9?logF LN — M?\ Ox dlogF oL oM
(17) <3u0'0_ F )%4—( M ———)Z—O.

ou + ov ou

C’est 14 une condition de la forme

ox ox
SS—+8"—+Sl =0,
ou ov
et en reprenant le méme calcul, pour y et z, on obtiendrait les conditions ana-
logues

/ a " 8 _
ST == 8u +5S En +Sm =0,
0z 0z
/ " —
S'— (9 +5S _32} +Sn =0.

On en conclut qu’on a nécessairement S = S’ = S” = 0, c¢’est-a-dire ici
)

9?logF LN — M? OlogF 0L OM
ou Ov F ’ ou + ov  Ou ’

(18)

et cela est suffisant pour que (17) ait lieu.
3

x
En égalant de méme les deux valeurs de ————, on obtiendra les conditions
u Qv
qui se déduisent de (18) en échangeant les roles des variables u, v ; cela ne modifie

que la seconde de ces conditions.
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Les conditions d’intégrabilité cherchées sont donc :

( M OlogF 8_1\/[ B 8_L
ou ou v’

0?logF LN - M2

oudv F
M OdlogF _ 8_1\/[ B a_N
\ ov v ou’
et ce sont la, d’aprés la théorie des équations différentielles, les seules conditions
d’intégrabilité du systéme considéré.

(19)

Courbure totale.
3. La deuxiéme des formules précédentes, due a Gauss
9?logF LN — M?
oudv F

conduit & une conséquence importante. Reprenons en effet ’équation aux rayons
de courbure principaux qui est ici

H?(LN — M?) 4 2SFHM — S*F? = 0,

ol I
S=—.
R
On peut I’écrire
LN — M? + 2FM L =0
R Rz 7
d’on
1 LN-M
RiR, F
c’est-a-dire
1 1 9*logF

RiRy  F Oudv’
le produit des rayons de courbure principaux ne dépend que de I’élément linéaire ;

il se conserve donc dans la déformation des surfaces. On donne & le nom

de courbure totale. o

Représentation sphérique. De méme que l'on a fait correspondre & une
courbe son indicatrice sphérique, on peut imaginer une correspondance entre
une surface quelconque et la sphére de rayon 1, I'homologue d'un point (u,v)
de la surface étant le point (I,m,n). A une aire de la surface correspond une
aire sphérique. La considération de la limite du rapport de ces aires lorsqu’elles
deviennent infiniment petites dans toutes leurs dimensions va nous conduire &
une définition directe de la courbure totale.

L’aire sur la surface a pour expression

AZ//\/A2+B2+C2dudv://Hdudv,
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Pour avoir 'aire homologue sur la sphére, il faut d’abord calculer 1’élément
linéaire di? + dm? + dn?. D’aprés les formules (16) du N° précédent, nous avons

ol al ox ox (9x ox
L%d +Mdm+N8—dv :
ov ou ’
d’ou
> " di> = — [M?2F dudv + 2LMF du® + 2MNF dv? + 2LNF du dv] ,

2MN

LN & M2
Zdﬂ _ Tdu2+2+dudv+ .

Pour la spheére la fonction H sera donc

\/4LM2N (LN+M2)2  LN-M? LN-M?
F? F? - F H

et l'aire sphérique a pour expression

LN — M?
://Tdudv;

ce qui peut s’écrire, en remarquant que

, LN — M2 1

donc

1

dA =
A= R

dA;

le rapport des aires homologues sur la surface et sur la sphére a donc pour
limite la courbure totale, lorsque ces aires deviennent infiniment petites dans
toutes leurs dimensions.

Coordonnées orthogonales et isothermes.

4. Pour éviter 'emploi des imaginaires dans les considérations qui précé-
dent, nous introduirons un nouveau systéme de coordonnées curvilignes. La
surface étant supposée réelle, nous choisirons les coordonnées minima de fagon
que u, v soient imaginaires conjugués. Nous poserons donc

u=1u + 1, v=u —iv,
u',v" étant des quantités réelles. Nous en tirons

du = du' +idv, dv = du —idv,



CHAPITRE IV. 29

d’ou
dudv = du'* + dv'?.

L’élément linéaire prend la forme
ds* = 2F dudv = 2F(du’® + dv'?);

les coordonnées u', v’ sont orthogonales; on leur donne le nom de coordonnées
orthogonales et isothermes. On peut dire que ces coordonnées divisent la sur-
face en un réseau de carrés infiniment petits. Considérons en effet les courbes
coordonnées u',u’' + h,u' +2h,... et v, 0"+ h,v' +2h,...; si on prend 'un des
quadrilatéres curvilignes obtenus, ses quatre angles sont droits, ses cotés sont
V2F du' et V2F dv', c’est-a-dire v/2F h, aux infiniment petits d’ordre supérieur
prés; ces arcs sont égaux.

Avec ce systéme de coordonnées particuliéres, en désignant par E, F, G, H les
valeurs des fonctions analogues a E, F, G, H, nous avons

E=2F, G=2F, F=0, H =EG-F =4F% H=2F,

donc

Mais nous avons

ou  Ov

I

3_@_8_@+0_® 00 (0 0P
o Ou  Ov’ o' —!

d’ou

0% B 0%d i 02D n 02 0*d B PR 5 0%d n 0%
ou'?  Ou? oudv  Ow?’ o'z ou? oudv  Ov? |’

et
9*P 82<I>_ R

ou'? + o'z Oudv’

d’otl par conséquent

9?logF 48210gﬁ _ O%logH  9%logH
oudv  Oudv  Ou'? ov'?

En supprimant les accents, nous avons donc les formules suivantes, en coordon-
nées orthogonales et isothermes :

ds* = H(du® + dv?),
1 1 (0%logH 0*logH
RiR,  2H\ 0w o )’

Nous poserons encore

Zldzx:Lduz—i—QMdudv—l—NdU?.
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L’équation aux rayons de courbure principaux sera

H H?
LN —-M?) -~ —(L+N)+— =0
( ) - 2L+ N)+ o
et on aura
I LN-— 1\/[2
RiR, H?
Calculons la représentation sphérique. Posons
p_Loe Loy
VH ou’ VH ou’
1 Ox 1 dy
"= _— 27 n_ _— Y "no__
N R

De la relation

nous tirons

=1,

ol

1 0z

:ﬁ%7

1 0z

Maintenant
ol Ox
L= — — /
Zl ou? ou ou VH Zl
d’ou
L
ou  VH
de méme
dl Ox 8l ol M
M = [ — =— " — /—=——.
Z 8u (% ou O \/_Z ou vVH
D’oul trois équations en gl f;m gn Multiplions respectivement par ', 1", 1" et
u
ajoutons, il vient
a_ Lo Mo
ou  Hou HOW
de méme :
om _ _Loy Moy
ou  Hou How
on L 0z M 0z
ou  Hou H ov
On obtiendra de méme
ol 1 Ox Ox
v H (M ou TN a_) ’
om 1 dy dy
v (Ma”%) ’
on 1 0z 0z
(M ANEE
ov H ( ou (91))
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Alors, sur la spheére, les trois fonctions E, F, G seront

o\ 1 ox or\> L2+ M2
s=3(5) = m X (15 MG ) =

ol 0l 1 oz ox Ox Ox M(L + N)
o — — — P JEE— R = —
P2 gu0 T T (Lau+M8U)(M8u+N8v> H

A O dx\> M2+ N2
7= (5) —m X (M N G) =

et

=g - 77 =

L2 4+ M?)(M? 4 N?) - M*(L + N)? <LN - M2)2
H2 B H ’

et alors 'aire sur la sphére a pour expression

A2
e [

On retrouve la méme expression que précédemment, et on arriverait de méme
a la définition directe de la courbure totale.

Remarque. Dans 'expression précédente, A a un signe, qui est celui de
LN — M2. Considérons le déterminant des cosinus [, m,n; ', m',n'; ", m",n" :
il est égal, a un facteur positif pres a

l m n ) m n
ol Om On Jdr Oy 0z
- —— LN — M2 |2 £ =
ou Ou Oul= T ou Ou Oul.
ov OJv Ov ov Ov Ov

Il résulte de cette formule que, si AA" > 0, le point mobile x,y, z décrivant le
contour qui limite ’aire sur la surface dans le sens direct le point [, m, n décrira
le contour qui limite I'aire homologue sur la sphére aussi dans le sens direct. Si
AA" <0, les conclusions sont inverses.

Relations entre la courbure totale et la courbure géodésique.

5. La courbure totale est un élément qui reste invariant dans la déforma-
tion des surfaces. Cherchons s’il y a des relations entre elle et les autres éléments
invariants dans la déformation. Considérons la courbure géodésique. En coor-
données orthogonales et isothermes, son expression est

1 0H H 1 0H
—0—du2+a—dudv——a—dv2 Hdu
L L eaude - dvdtay - | 2O oy 2 Qu
R, Hds? 1 0H OH 1 OH ’

_ 2 - - 2
5 Bu du +8u dudv—|—2 5 dv= Hdv
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ou
11 , , . 1/oH  0H N
R_g:@ H(dudv—dvdu)—i—i(%dv—%du (du” + dv”) | ;
mais on a

ds®> = (du® + dv®) H,
et la formule précédente s’écrit

ds _ dud’v—dvd’u OlogH ~ 10logH

1
R,  du?+ dv? T T T e M

ou encore

ds < dv) 19logH ~ 10logH "

4 to — -
R, M +2 au U2 o

Imaginons alors dans le plan tangent les tangentes MU, MV aux courbes coor-
données dans le sens des u, v croissants; considérons la tangente a une courbe
quelconque MT de la surface, et soit (MU, MT) = ¢. Nous avons

cosgpz\/ﬁ%, sincpz\/ﬁg;

d’ou
) dv . dv
= — = arctg —;
gy du’ ¥ g du’
et la formule précédente devient
ds 1 dlogH 1 0logH
— =d — - = du.
Ry P 2 Ou Y73 ov “

Prenons alors sur S un contour fermé et intégrons le long de ce contour dans le

sens direct
ds 1 [0OlogH 1 [0OlogH
— = | d — dv — = du.
/ R, / s 2 / ou T3 ov “

Rappelons le Théoréme de Green. Dans le plan des u, v, le point (u,v) décrit

B
N(Ul)(M(D
N

A

v

O U

un contour fermé, aussi dans le sens direct. Menons les tangentes paralléles
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a l'axe des u; soient A,B les points de contact. Nous avons ainsi deux arcs
AMB et ANB, et si nous désignons par c¢ le contour, nous avons

3f / af "t / (9f
8” AMB 0u BNA 87,&

Menons une paralléle & OU qui coupe le contour en deux points M(us) et N(uy).
Soient a, b les valeurs de U qui correspondent aux deux points A, B. Nous
avons

of b rof brof “T/of of
[out=] (%)mi’y -/ (%)uj]:/a K%) (au) }d“'
Mais
(8- (8, [ e
ou ), ou), S, our

/afdv_/ /"2W //Wdudv,

I'intégrale double étant étendue a toute ’aire limitée par le contour. Cette for-
mule subsiste pour un contour simple quelconque. De méme

o*f
Alors nous aurons

ds 8210gH 0% logH

/ /dgo //l 52 502 ]dudv,
ds

/ / //m Qd“d”_/dgp //RJ{Q

d’ou la formule d’Osszan Bonnet

//R1R2 /d“"_/g

Remarque. L’angle ¢ est l'angle de MU avec la tangente a la courbe.
Supposons qu’en chaque point de la surface on détermine une direction MO,
dont les cosinus directeurs sont des fonctions bien déterminées de w,v. Soit
= (MO,MU) et ¢ = (MO, MT).

Nous avons

et alors

¢ =+,
d’ou
dyo' = di + de.

Intégrons le long d'un contour fermé quelconque

/md:/ﬁw+/ﬁ%
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or, 1 est une fonction de u, v, et le long d’'un contour fermé, on a

[ vt o

/dw’z/d%

et 'on peut substituer a 'angle ¢ I'angle ¢’ précédemment défini.

donc

Triangles géodésiques.

Nous appellerons triangle géodésique la figure formée par trois lignes géo-
désiques. Le long de chacun des cotés on a

ds sin @
i ds =0
/Rg /R T

et la formule d’O. Bonnet nous donne

A = /dgp,
A':/ dgo—i—/ dg0+/ d.
AB BC CA

Les coordonnées orthogonales et isothermes constituent une représentation
conforme de la surface sur le plan des u,v. Considérons donc sur ce plan la re-

c’est-a-dire

Ts
T,

présentation a, b, ¢ du triangle ABC. Menons aux extrémités a, b, ¢ les tangentes
aux cotés dans le sens direct : Soient Ty, Ty, T3, T, Th, T% ces tangentes. Si par
un point du plan nous menons des paralléles a ces tangentes, nous aurons

/ dp = (T}, Ty), / dp = (T}, T), / dp = (T}, Ty);
AB BC CA

or, si nous appelons a, b, ¢ les trois angles du triangle géodésique, nous avons

(T, Ty) + (T, Ts) + (T%, Ty)
= —[(T1, T}) + (T2, Th) + (T3, T5)] + [(T1, T2) + (T2, T3) + (T3, Ty)]
=2r—[(r—a)+(r=b)+(r—c)] =a+b+c—m,
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d’ou la formule de Gauss
a+b+c—m=A.

Si en particulier la surface est la sphére de rayon 1, on a la formule qui donne
I’aire d'un triangle sphérique.

Nouvelle expression de la courbure géodésique.

Considérons un arc de courbe AB; menons en AB les géodésiques tan-
gentes a cette courbe, qui se coupent en C sous un angle € que nous appellerons
angle de contingence géodésique. Le long du contour de ce triangle on a

/dcp: —¢,

et la formule d’O. Bonnet nous donne

ds
—e— [ == [[aA.
- /AB 1:{g //

Supposons que A corresponde au paramétre t, B a t + At, et que At tende
vers 0; soit As I'arc AB. Nous avons

€ 1 ds 1 ,
_E_E/ABE_E//CM'

1
Soit | — la valeur moyenne de la courbure géodésique sur 'arc AB; nous

1/ dsi 1
As ABRQ— Ry m7

avons,

et par suite

€ 1 1
- | = = — dA’.
As (Rg)m As //

1
Si As tend vers 0, (E) a pour limite la courbure géodésique au point A. Je
9/ m

v

dis que le deuxiéme membre a pour limite 0; il suffit de montrer que / / dA’

est infiniment petit du deuxiéme ordre au moins. Considérons la représentation
a, b, c du triangle ABC sur le plan U, V.
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Nous avons

//dA'://w(u,v)dudv: [¢(u,v)]m//dudv

et au signe prés / / du dv est égale a l'intégrale curviligne / v du. Soient vs, vy

les fonctions v sur les arcs bc et bk. La partie de | vdu donnée par ces arcs

’

u
est / (vg — v1) du. Or, les courbes ab et bc étant tangentes en b, vy — v; est
uo
infiniment petit du deuxiéme ordre au moins par rapport a ' — u et a fortiori

7

u
par rapport a (u' — up). L’intégrale / (vy — v1) du, qui est égale au produit

ug
de (u' — ug) par la valeur moyenne de (v — v;) sera donc du troisiéme ordre

au moins par rapport a (v’ — ug), et, par suite, par rapport a As. Le méme
raisonnement s’appliquant aux autres arcs ac et ak, on voit que / / dA" est du

troisiéme ordre au moins.

EXERCICES.

18. Etablir les conditions d’intégrabilité qui lient les invariants fondamentaux, en sup-
posant la surface rapportée a ses lignes de courbure.

19. Méme question, en supposant la surface rapportée & une famille de géodésiques
et & leurs trajectoires orthogonales. Exprimer, en fonction de la quantité H, la
s
courbure totale, et la forme différentielle R dy (voir exercice 11) ; et retrouver
g
ainsi la formule d’Ossian Bonnet.
20. En supposant les coordonnées quelconques, trouver celle des conditions d’intégra-
bilité qui donne I’expression de la courbure totale.
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SURFACES REGLEES.

Surfaces développables.

1. Pour définir la variation de la droite qui engendre la surface réglée, nous
nous donnerons la trajectoire d’'un point M de cette droite, et la direction de
cette droite pour chaque position du point M. Les coordonnées d’un point de

oK)

la surface sont ainsi exprimées en fonction de deux paramétres, I'un définissant
la position du point M sur sa trajectoire (K), 'autre définissant la position du
point P considéré sur la droite D. Soit

v=f), y=g), z=nh),

la courbe K. Soient [(v), m(v), n(v) les coefficients de direction de la génératrice,
et u le rapport du segment MP au segment de direction de la génératrice. Les
coordonnées de P sont

1) o=fO) +ul), y=g)+um),  z=h@)+unl).

Cherchons la condition pour que la surface définie par les équations précé-
dentes soit développable. Si nous exceptons les cas du cylindre et du cone, la
condition nécessaire et suffisante est que les génératrices soient tangentes a une
méme courbe gauche. On peut donc trouver sur la génératrice G un point P
tel que sa trajectoire soit constamment tangente a G; on doit donc avoir, en
appelant z, vy, z les coordonnées de ce point

de dy dz
Ty,
l m n
d’ou
(2) dx =l dp, dy = mdp, dz =ndp,

Mais les équations (1) donnent
dr =df +udl+1ldu, dy=dg+udm+mdu, dz=dh+udn+ndu
et les équations (2) s’écrivent

df +udl +1 (du—dp) =0,
dg +udm +m (du — dp) =0,
dh +udn +n (du— dp) = 0;
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ou, en posant

(3) do = du — dp,
df +udl +1 do=0,
(4) dg +udm +mdo =0,

dh +udn +n do =0,

do et u doivent satisfaire a ces trois équations linéaires ; donc on doit avoir

af dl 1
(5) dg dm m|=0.
dh dn n

Si les trois déterminants déduits du tableau

Hdl dm dn

I m n

ne sont pas tous nuls, la condition (5) est suffisante. Si ces trois déterminants
sont nuls, on a

dl_dm dn

l m n’

et I'intégration de ces équations nous montre que [, m,n sont proportionnels
a des quantités fixes; la surface est alors un cylindre. En écartant ce cas, la
condition (5) est nécessaire et suffisante.

Remarque 1. Pour que le point P décrive effectivement une courbe, il faut
que dz,dy,dz, et par suite dp, ne soient pas identiquement nul. Si on avait
dp = 0, toutes les génératrices passeraient par un point fixe, la surface serait un
cone. La condition (5) s’applique donc au cas du cone.

Remarque 2. On emploie souvent les équations de la génératrice sous la
forme

r=Mz+P, y=Nz+Q,

M, N, P, Q, étant fonctions d’un paramétre arbitraire. C’est un cas particulier
de la représentation générale (1) dans laquelle on fait A(v) = 0 et n(v) = 1;
alors z = u, et on peut écrire

(6) r=fv)+zlv),  y=gv)+zm(v),

les coefficients de direction sont I, m, 1. La courbe (K) est alors la section par le
plan z = 0; dans ce cas la condition (5) prend la forme simple

dM dP

dN dg| =V

(7)

af dl
dg dm

’:O, c’est-a-dire ‘
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Propriétés des développables.

Revenons au cas général ; supposons que [, m,n soient les cosinus direc-
teurs de la génératrice; on a

P+m?+n?=1,
d’ou
ldl +mdm+ndn = 0.
Multiplions alors les équations (4) respectivement par dl, dm, dn, et ajoutons, il
vient
Y dldf
Sdi?
Supposons en outre que MG soit normale & la courbe (K). Il est toujours possible
de trouver sur une surface réglée des trajectoires orthogonales des génératrices.

Il suffit que I'on ait
Y ldr =0,

S oldf +u) ldl+ ) 1P du = 0;
ou, comme ici Y =1, > 1dl =0,
Zldf—l—du:o;

la détermination des trajectoires orthogonales se fait donc au moyen d’une qua-
drature. Si donc nous supposons (K) normale a la génératrice, nous avons

> idf =o.

Multiplions alors les équations (4) respectivement par [, m, n et ajoutons, il vient
do =0, d’ot dp = du, et les équations (2) deviennent

ou

(3") dx = ldu, dy = mdu, dz = ndu.

Mais, [, m,n étant les cosinus directeurs de la tangente a l'aréte de rebrousse-
ment (R), u représente I'arc de cette courbe compté dans le sens positif choisi
sur la génératrice a partir d’une origine arbitraire I ; et comme u représente aussi
la longueur MP, on a
dMP = d (arcIP);
d’ou
MP = arc IP + const.
On peut toujours choisir l'origine des arcs telle que la constante soit nulle.
Alors MP = arcIP. La courbe (K) est une développante de la courbe (R). Sur
une surface développable, les trajectoires orthogonales des génératrices sont des
développantes de l’aréte de rebroussement.
Les formules (4) donnent alors

(4") df +udl =0, dg +udm =0, dh +udn = 0.
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Développées des courbes gauches.

2. Supposons qu’on se donne la courbe (K), et cherchons a mener a cette
courbe une normale en chacun de ses points de fagon a obtenir une surface déve-
loppable. Nous prendrons pour variable v I'arc s de la courbe (K). Considérons
le triedre de Serret au point M de la courbe. Soit MG la normale cherchée;

G B(a//’ b//’ C//)
XM
N(d', ¥/, ¢) T(a,b,c)

elle est dans le plan normal a la courbe, pour la définir, il suffira donc de se
donner l'angle (MN,MG) = x. Le point a 'unité de distance sur MG a pour
coordonnées par rapport au triédre de Serret 0, cos x, sin y ; si donc [, m,n sont
les cosinus directeurs de MG, nous avons
[ =a cosx+a"siny,

m = b cos x + b"sinx,

n=c cosy + ¢’ sin y.
Or, v étant l'arc de la courbe (K), on a

df = adv, dg = bdv, dh = cdv;

les formules (4’) donnent,

1 !
adv+u |:(—a/SinX+aHCOSX)dX—COSX (% + %) dv+sinx%dv} =0;
ou
d 1 d 1
a (1 - UCE{SX) + a'usin x (—d—f + T) + a"ucos x (d—f — T) = 0.

On a deux équations analogues avec b, b, 0" et ¢,c¢,¢”; nous avons ainsi trois
équations linéaires et homogénes par rapport aux coefficients de a,a’,a”. Le
déterminant est 1, donc les inconnues sont toutes nulles; et comme u n’est pas
constamment nul, on a

d 1 d 1
1—UCOSX:O7 sinx(——x+—>:0, cosx(—x——>:().

R dv T dv T
Les deux derniéres donnent, en remplacant v par ’arc s
dy 1
1 A
( ) dS T’
et la premiére donne
R
(2) u = .
cos Y

Il y a donc une infinité de solutions : x se détermine par une quadrature.
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La formule (2) nous montre que Qo
B
R = ucos x; \
G
donc la projection du point P, ou la nor- g —
male MG rencontre son enveloppe, sur la
o P —
normale principale, est le centre de cour- v
bure. Le point de contact de la normale avec
son enveloppe est sur la droite polaire. Les XN M
développées d’une courbe sont sur la surface \
polaire. —|c T
Considérons deux solutions Y,y de N

I'équation (1), la différence y — x' est

constante ; les deux normales MG, MG’ se coupent sous un angle constant. Donc,
lorsque une normale a une courbe décrit une surface développable, si on la fait
tourner dans chacune de ses positions d’un angle constant autour de la tangente,
la droite obtenue décrit encore une développable.

Le plan osculateur a une développée est le plan tangent a la développable
correspondante : c¢’est le plan GMT, ce plan est normal au plan BMC, plan
tangent a la surface polaire. Donc les développées sont des géodésiques de la
surface polaire.

Considérons la normale principale P” en P a la développée, elle est dans le
plan osculateur GMT, elle est perpendiculaire & la tangente MP, donc paralléle
a MT. Les normales principales aux développées d’une courbe sont paralléles aux
tangentes a la courbe. Le plan normal a la courbe est le plan rectifiant de toutes
ses développées.

En partant d'une courbe (G), et remarquant que la courbe donnée (K) en
est la développante, on pourra énoncer les propriétés précédentes de facon a
obtenir les propriétés des développantes d’une courbe.

Lignes de courbure.

3. Considérons sur une surface (S) une ligne de courbure (K), et la déve-
loppable circonscrite a (S) le long de (K). La direction d’une génératrice MG
de cette développable est conjuguée de la tangente MT & la ligne de courbure,
et par conséquent est perpendiculaire & MT, c’est-a-dire normale & (K). Cette
génératrice MG est donc constamment tangente a la développée d'une ligne de
courbure, et nous voyons que les normales a une ligne de courbure tangentes a
la surface engendrent une développable.

Faisons tourner MG d’un angle droit autour de la tangente, nous obte-
nons une droite MG’ qui, étant perpendiculaire aux deux tangentes a la surface
MT, MG, sera la normale & la surface. Donc les normales a la surface en tous
les points d’une ligne de courbure engendrent une développable.

Considérons le point P’ o la droite MG’ touche son enveloppe ; c¢’est le point
ou la droite polaire de la ligne de courbure rencontre la normale a la surface.
Or, d’aprés le Théoréme de Meusnier, les droites polaires de toutes les courbes
de la surface tangentes en M rencontrent la normale en M en un méme point,
qui est le centre de courbure de la section normale correspondante : P’ est donc
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le centre de courbure de la section principale G'MT, c’est 'un des centres de

courbure principaux de la surface au point M.
Reprenons alors les formules (4') du N° 1,

G/ que nous écrirons

P’ T
dr+udl =0, dy+udm =0, dz+udn =_0;
[, m,n sont ici les cosinus directeurs de la nor-
M male, u est le rayon de courbure principal R ;
et pour un déplacement sur une ligne de cour-

G bure, nous avons les formules d’Olinde Ro-
drigues

dr + Rdl =0, dy+ Rdm =0, dz+ Rdn = 0.

Les Théorémes de Joachimsthal se déduisent aisément de ce qui précéde.
Supposons que l'intersection (K) de deux surfaces (S),(S;) soit une ligne de
courbure pour chacune d’elles. Soient MG, MG, les normales aux deux surfaces
en un point M de (K). Elles engendrent deux développables, donc enveloppent
deux développées de (K), et par suite leur angle est constant. Réciproguement,
si l'intersection (K) de (S), (S1) est ligne de courbure de (S;), et si angle des
deux surfaces est constant tout le long de (K), la normale MG, a (S;) engendre
une développable, et comme MG, fait avec MG un angle constant, elle engendre
aussi une développable, donc (K) est une ligne de courbure sur (S).

La condition (5) pour qu’une droite engendre une surface développable est
ici

dr dl 1
dy dm m| =0,
dz dn n

ou
ox ox ol ol
%du—F%dU %du—l—%dv [

Multiplions par

or os
ou Ov

dy Oy ,
ou Ov m| 7 0;
0: 02

ou Ov "

Nous obtenons
Edu+Fdv —Ldu—Mdv 0

Fdu+Gdv —Mdu—Ndv 0] =0;
0 0 1
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et nous retrouvons ainsi [’équation différentielle des lignes de courbure

‘Edu+de Ldu + Mdv _0

Fdu+Gdv Mdu -+ Ndv

La méme méthode, appliquée a 1’équation (6)

de dl|
dy dm|

donne facilement 1’équation différentielle

dr +pdz dp
dy+qdz dq

Développement d’une surface développable sur un plan.

4. Toute surface développable est applicable sur un plan.
Considérons d’abord le cas du cylindre, dont les équations sont

z = f(v) +ul, y=g(v) +um, 2
de = f'(v)dv+ldu, dy=g¢(v)dv+mdu, dz

h(v) +un;
h'(v) dv + n du.

Nous avons
ds* =" fP() dv? + 23 1f (v) dudv + > 12 du®.

Nous pouvons supposer que la directrice : z = f(v), y = g(v), z = h(v) est
une section droite, ce qui donne » I f" = 0; que [, m,n sont cosinus directeurs :
S"1? = 1; enfin que v est I'arc sur la section droite : > f’? = 1. Alors on a

(1) ds* = du® + dv?,

on a I’élément linéaire d'un plan. Un cylindre est applicable sur un plan, ® et (1)
donne la loi du développement.
Voyons maintenant le cas du cone

r=ul(v), y = um(v), z = un(v);

u est la longueur prise sur la génératrice a partir du sommet ; supposons que
[, m,n soient cosinus directeurs de la génératrice, v étant 'arc de courbe sphé-
rique intersection du cone avec la sphére u = 1. Alors

de =ul'(v) dv+1(v) du,
dy = um/(v) dv + m(v) du,
dz = un'(v) dv+ n(v) du;

et

(2) ds® = u* dv® + du’.
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C’est I’élément linéaire d’un plan en coordonnées polaires. Un céne est applicable
sur un plan, ® et (2) donne la loi du développement.
Passons enfin au cas général

r = f(v)+ul(v), y=g(v) +um(v), z = h(v) + un(v).

Nous supposerons que la courbe z = f(v), y = g(v), 2 = h(v) soit l'aréte
de rebroussement, v I'arc sur cette courbe, [, m,n les cosinus directeurs de la
tangente en un point, et u la distance comptée sur cette tangente a partir du
point de contact. Alors = f"=a;m=¢ =b;n=h =c; et

_da _d , db Y , de

ll

"o R " T R " T R

/
d:c:advau%dv—iradu,
/

b
dy = bdv +u§dv+bdu,

/

dz = cdv +ucﬁdv+cdu;

et )
2 2 u 2
ds* = [d(u+v)] —l—@dv :
Cet élément reste le méme si R garde la méme expression en fonction de v.
Donc [’élément linéaire est le méme pour toutes les surfaces développables dont
les arétes de rebroussement sont des courbes dont le rayon de courbure a la
méme expression en fonction de l’arc :

R = ®(v).

Nous pouvons déterminer une courbe plane dont le rayon de courbure s’exprime
en fonction de I'arc par ’équation précédente. Nous prendrons pour coordonnées
dans le plan de cette courbe 'arc s de la courbe, et la distance comptée sur la
tangente a partir du point de contact et on aura pour I’élément linéaire du plan
la forme précédente. La développable sera donc applicable sur ce plan. Quand la
développable est donnée, on détermine par des opérations algébriques son aréte
de rebroussement, et par une quadrature ’arc de cette aréte de rebroussement.
On a alors
R = ®(s).

Il faut construire une courbe plane satisfaisant a cette condition. Si o est I'angle
de la tangente avec Ox, on a

ds
R = o
d’ou p J
S S
R, - [ =2
dOé (8)7 a /(D(S)’
et alors
dx = cosads, dy = sin a ds;

x,1y se déterminent au moyen de trois quadratures. La courbe que 1’on obtient
est le développement de ’aréte de rebroussement.



CHAPITRE V. 75

Réciproque.

Réciproquement toute surface applicable sur un plan est une surface dévelop-
pable.
Soit la surface

x:f(u,v), y:g(u7v)7 Z:h(uav)7

que nous supposons applicable sur un plan. Nous avons, en choisissant conve-
nablement les coordonnées u, v :

ds® = Edu® + 2F dudv + G dv? = du® + dv?;
d’ou , )
Ox Ox Ox Ox
Z(%) =1, 550 =0 Z(%) = 1.

Différentions ces relations successivement par rapport a u, v, nous avons

L SN T Y T N T
ou Ou? ’ ou? v Ou Ou v ’ Ov Ou Ov ’
Y TRy Yy TGy v
ou Ou Ov ’ Ou Ov Ov ou Ov? ’ ov Ov? ’

d’oul nous tirons :

O®x 0x or 0’
ouz ov ou Ov?
. . ox Oy ) . .
Counsidérons les deux fonctions 0 et s Leur déterminant fonctionnel est :
U U
’r 0%z
ou? Ouodv
Py o |
ou? Oudv
Or, considérons les équations
0*x 0%y 0%z
X — Y — Z— =0
ou? + Ou? * ou? ’
2 2 2
X 0°r Y 0%y 0z

ou Ov 6u80+28u6v:0

d’aprés les relations précédemment écrites, ce systéme admet deux solutions
distinctes

_ Ox Oy 0z
T o Y_au’ Z_ﬁu’
X:@ v Ay 0z

ov’ T o’ o’
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Ces solutions ne sont pas proportionnelles, sans quoi les courbes u = const. et
v = const. seraient constamment tangentes. Donc les trois déterminants déduits
du tableau
*x  0% 0%z
ou? ou? ou?
0%z 0%y 0%z
Oudv OJudv Oudv

, : : : .. Or Oy
sont nuls; or, ce sont les déterminants fonctionnels des trois quantités 90 0’
u Ou
z
M prises deux a deux, donc ces trois quantités sont fonctions de I'une d’entre
u
. . Jxr Oy 0z .
elles, c’est-a~-dire d’une seule variable ¢. De méme 50’ 8_y’ e sont fonctions
v’ Ov’ Ov
d’une méme variable 6. De plus la relation
Ox Ov
ou ov

montre que ¢ par exemple s’exprime en fonction de ¢. Les six dérivées partielles
sont donc fonctions d’'une méme variable; le plan tangent & la surface dépend
d’un seul paramétre. La surface est développable.

Remarque 1. Dans le développement les lignes géodésiques se conservent ;
or, les géodésiques du plan sont des droites. Les lignes géodésiques de la surface
développable sont donc les lignes qui dans le développement de cette surface sur
un plan, correspondent aux droites de ce plan.

En particulier, considérons la surface rectifiante d’'une courbe, enveloppe du
plan rectifiant. Cette courbe est une géodésique de sa surface rectifiante, puisque
son plan osculateur est perpendiculaire au plan tangent ; elle se développe donc
suivant une droite lorsqu’on effectue le développement de la surface rectifiante
sur un plan. De la le nom de plan rectifiant.

Remarque 2. 11 résulte de la que la recherche des géodésiques d’une surface
développable se raméne a son développement, et exige par conséquent quatre
quadratures.

Remarque 3. La détermination des lignes de courbure, développantes de
I’aréte de rebroussement, revient & une quadrature.

Lignes géodésiques d’une surface développable.

5. Nous avons trouvé les lignes géodésiques d’une surface développable en
considérant le développement de cette surface sur un plan. On peut les chercher
directement. Soit I'aréte de rebroussement

(1) r=[f(s), y=g(s), z=h(s),

s désignant ’arc. Si a, b, c sont les cosinus directeurs de la tangente, et u une
longueur comptée sur cette tangente a partir du point de contact, la surface est
représentée par

r=f+ua, y=g+ub, z=h+uc;
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en désignant par o', V', ¢, les dérivées de a, b, ¢ par rapport & s, on a

d—$—a+u2/—l—au’ @—b+ug+bu' d—z—c—l—uc—,—l—cu"
ds R ’ ds R ’ ds R ’
ou
dx u dy u  dz u
S 1 / I_ _:bl / b/_ - 1 / /__
P a(+u)+aR¢ s (1+u)+ R s c(+u)+cR,
d*x , U ;1 R’ —u
-7 o = 1 2 /_ - //_
152 a(u R2>—|—a R( + 2u uR)—l—a RT

et les analogues.
L’équation des lignes géodésiques est, en remarquant que la normale a la
surface n’est autre que la binormale a ’aréte de rebroussement

x>y d*z

ds® ds? ds?

dv dy dz|=0,
ds ds ds

a// b// C//

ou
QGL'W) RG 2UR )T RT

u
L+ ’f
a(l+u)+a

a/l

ou, en décomposant en déterminants simples,

1 R’ a b c U u a b c
§(1+2U/—U§> (1+U/) a b c +§<UN——> a v :O7

a/l b// C/l al/ b/l Cl/

ou enfin

c’est-a-dire

R’ u? R/
2 "o (3 —u— | — — — —1=0.
(2) uu u u<3 uR) R2+UR 0

Telle est I’équation différentielle qui détermine wu.
Cherchons la nature de I'intégrale générale. Si nous développons la surface
sur un plan, la courbe (1) sera représentée par une courbe

r="F(s),  y=G(s),

dont le rayon de courbure sera encore R. Le point homologue du point (u, s) de
la surface sera
x=TF +ul, y=G+uG.
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Les droites du plan sont
A(F +uF") +B(G+uG)+C=0,

d’ou
"y _AF—I—BG+C_

AF’ + BG
en remarquant que le dénominateur est la dérivée du numérateur nous sommes

donc conduits a poser
w
u=—-—,
w/
et a prévoir que I'équation en w sera linéaire, homogéne du troisiéme ordre.
Effectivement

1

WW
/
w=—l+
w
et
y wwl// w// 2ww//2
w/2 w' w/3 )

(2) devient alors

w [ ww" w" Qw2 ww” 2 ww
_J e +U—T -2 —1—|—w/2 -3 —1+w/2

R/ w ( ww”) 1 w? R w

R w

ou, apreés simplification

!
1
w”/—i_ﬁw”—i_@wlzo.

Posons

w =0,
il vient

R/ 1

(3) 9”+§9'+@9:O,

équation linéaire du deuxiéme ordre en 6. Faisons disparaitre le deuxiéme terme
par le changement de variable

d’on
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(3) devient

Rl df R’ 1
EQD,Q-F@ (QDH—FEQD/) +@9:O.

Il faut alors choisir la fonction ¢ de fagon que 'on ait

Rl
PR =0,
ou (10,/ R/
¢ R
On peut prendre
1
— J—
QO - R)
et poser
ds = Ra.
Nous obtenons alors I’équation
d*0
E + 0 — O,

dont l'intégrale générale est

d
H:w’:Acosa—i-Bsina:—w;
ds
d’ou
w:A/cosads+B/sinads+c,
et enfin
A/cosads+B/sinads+c
=" Acosa + Bsina ’
avec
ds
a= [ —.
R

On peut se dispenser d’introduire ’arc s explicitement. Donc les lignes géodé-
siques d’une surface développable s’obtiennent par trois quadratures au plus.
On constate de plus que les deux méthodes conduisent aux mémes calculs.

Surfaces réglées gauches. Trajectoires orthogonales des génératrices.

6. Soit la surface
r=f) +ul),  y=g)+um@), == h(v)+un()

les génératrices étant des géodésiques, il en résulte que les trajectoires ortho-
gonales des génératrices déterminent sur ces génératrices des segments égaur.
Pour obtenir ces trajectoires orthogonales, il faut déterminer u en fonction de v

de fagon que l'on ait
> ldz=0.
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Pour simplifier nous supposerons que [, m, n soient cosinus directeurs ; on a alors

=1, > ldi=0;

et I’équation différentielle devient

> ldf +du =0,

u:—/Zldf.

La détermination des trajectoires orthogonales des génératrices d’une surface
réglée dépend d’une quadrature.

d’ol

Remarque. On peut rattacher ce fait a la formule qui donne la variation
d’un segment de droite. Prenons sur la droite MM; une direction positive ; soit
r la distance MM;, prise en valeur absolue. Soient (x,y,z) et (z1,y1,21), les

M(z,y, 2)
Ml(ﬂ?l, Y1, Zl)

coordonnées des deux extrémités, qui décrivent deux courbes données. Nous
avons

2 2 2 2

re=(r1—x) + (y1 —y)* + (21 — 2)7,
d’ou

rdr = (r1 — z)(dry — dz) + (1 — y)(dys — dy) + (21 — 2)(dz — dz),

d’ou
dr = ($1_wdazl+y1_ydy1+zl_zdzl)
T T r
_(xl_xdx+y1_ydy+zl_zdz).
r r T

Soient « a1, 01,7 les tangentes aux courbes en MM, dirigées dans le sens
9 ? 9 Y Y

des arcs croissants. Soient A, i, v les cosinus directeurs de la droite MM;. Nous

avons

dr = dsy(Aay + pfy +vy) — ds(Aa + pf + vy);

soient 6,60 les angles de MM; avec les deux tangentes; nous avons enfin la
formule importante
dr = dsy cost; — ds cosf.

Supposons la droite MM; tangente a la premiére courbe et normale a la
deuxiéme, ¢ = 0, 0, = &7 ; nous avons

dr = —ds
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et nous retrouvons ainsi les propriétés des développantes et des développées.

Supposons la droite normale aux deux courbes, § = &7, 0, = £7, alors dr =
0, r = const., et nous retrouvons les propriétés des trajectoires orthogonales des
génératrices.

Cone directeur. Point central. Ligne de striction.

7. On appelle cone directeur de la surface le cone

Si ce cone se réduit & un plan, ce plan s’appelle plan directeur, et les géné-
ratrices sont toutes paralléles a ce plan.

Le plan tangent en un point quelconque de la surface a pour coefficients les
déterminants déduits de :

(1) ) m n
df +udl dg+udm dh+udn

Le plan tangent au cone directeur le long de la génératrice correspondant a celle
qui passe par le point considéré a pour coefficients les déterminants déduits de

Hlmn

dl dm dn

Ces plans sont paralléles si u est infini. On a alors sur la surface le plan tan-
gent au point a l'infini sur la génératrice qu'on appelle plan asymptote. Les
plans asymptotes sont paralleles aux plans tangents au cone directeur le long
des génératrices correspondantes.

Dans une surface a plan directeur, tous les plans asymptotes sont paralléles
au plan directeur.

Pour que les deux plans tangents soient rectangulaires, il faut que la somme
des produits des déterminants précédents soit nulle

Y Yl tuytdl]
Sidl S didf +ud di2| T

Nous avons une équation du premier degré en w. Il existe donc en général sur
toute génératrice un point ot le plan tangent est perpendiculaire au plan tangent
au cone directeur, c’est-a-dire au plan asymptote. C’est le point central, le plan
tangent en ce point s’appelle plan central.

Le lieu des points centraux s’appelle ligne de striction.

Nous supposerons pour simplifier > /% = 1, ce qui écarte le cas des surfaces
réglées a génératrices isotropes. L’équation qui donne I'u du point central se

réduit a
wy di’+Y dldf =0;

le point central existe donc toujours, sauf si I'on a

Zdﬁ =0.
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Dans ce cas la courbe sphérique base du cone directeur est une courbe minima
de la sphére, c’est-a-dire, une génératrice isotrope. Le cone est alors un plan
tangent au cone asymptote de la sphére, qui est un cone isotrope, c’est un
plan isotrope. Les surfaces considérées sont des surfaces réglées a plan directeur
1sotrope. Toutes sont imaginaires, sauf le paraboloide de révolution.

Remarque. Le plan tangent est indéterminé si tous les déterminants du
tableau (1) sont nuls. Alors K étant un certain facteur, on a

df +udl + Kl =0, dg +udm+ Km =0, dh +uwdn+ Kn =0,

ce qui donne

df dl 1
dg dm m|=0;
dh dn n

la surface est développable. Pour trouver le point ot le plan tangent est indé-
terminé multiplions par dl, dm, dn et ajoutons, il vient

wy dl’+Y dldf =0;

c’est le point de contact de la génératrice et de 'aréte de rebroussement. C’est
ce qui explique que la formule précédente qui donne la ligne de striction pour
une surface réglée quelconque, donne 'aréte de rebroussement pour une surface
développable.

Variations du plan tangent le long d’une génératrice.

8. Proposons-nous de chercher I'angle des plans tangents a une surface
réglée en 2 points d'une méme génératrice. A cet effet, traitons d’abord le pro-
bléme suivant : on a une droite A, de cosinus directeurs a, 3,7, et deux droites
qui la rencontrent D(p, q,r) et D'(p,¢',r"). Calculons 'angle V des deux plans
DA et D'A.

D'(p'.q',1")
Ala, 8,7)

D(p,q,7)

o, By

Considérons un triédre trirectangle auxiliaire dont 'un des axes soit Aj;
soient o, 3,7/, o, 3",7" les cosinus directeurs des autres axes, et soient dans
ce systéme u, v, w et u’, v, w’ les coefficients de direction de AA’. Nous avons

vw’ — wv'

tgV=—--u-v-——.
& v’ + ww’
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Mais on a

u=ap +Pq +qr, v=adp +0q++r, w=dp+59+"r

/" !

ul — Oé]j/_'_/gq/_i_,‘)//r./7 UI — Oé/p/_‘_ﬂ/q/“l—’}/?"/, w/ — Oé//pl_i_ﬁ q +’}//71/,

d’ou
o — ! — | P B+ ap 4B+
a/p/ + ﬁ/q/ + '}//T., a//p/ _|_ /6//(]/ + ,y//r/
o B Alllp ¢ r a B v
a{// ﬁ// ,.)/// p/ q/ ,,,,/ p, q/ 7/.,
D’ailleurs
uu + v +ww' = pp’ 4+ q¢ +rr,
d’ou
v +ww' = pp +q¢ +rr’ — Zap Zap’.
Alors
a B v
p q T
p/ q/ r D z o2

tgV =

Sopp =Y ap Yoap  Ya? Yopp —dlap yap’
Sous cette forme, on peut alors introduire les coefficients directeurs [, m, n de la
direction A
I m n
p q T
VE+m2+n2lp ¢ r
DY =Yl

Appliquons cette formule & ’angle des plans tangents en deux points M, M’
d’'une méme génératrice. On peut prendre pour directions D, D’ les directions
tangentes aux courbes u = const. :

~

(1) tgV =

p=df +udl, q=dg+ udm, r=dh+ udn;
p = df + dl, ¢ =dg+u dm, v’ =dh +u dn;

le déterminant de la formule (1) devient

I df+udl df+ddl| |1 dldf
m dg+udm dg+u'dn|=|\m dn dg|(u—u');
n dh+wudn dh+u dn n dn dh

et
df dg dh
dl dm dn
(W —uw)VE+m2+n2|l m n
tgV = 5
>l SUdf + udl)

SYU(df + ' dl) ST(df + wdl)(df + o dl)
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Nous poserons

df dg dh
D=|dl dm dn|.
I m n

Pour simplifier ce résultat, nous prendrons pour [, m, n les cosinus directeurs
de la génératrice (3°1> = 1, Y 1dl = 0); nous supposerons que la courbe z =
f(v), y =g(v), z = h(v) soit trajectoire orthogonale des génératrices, > ldf =
0. Nous déterminerons u par la relation

wy dlP+) didf =0

ce qui revient a prendre pour I'un des points le point central. Le dénominateur
devient

) dfr S di2 — (Y didf)?
> df +uZdldf:Z szpz );

(v —w)D > dl
Sodf2di? — (Y didf)*

K 2dP Y df? — (S dldf)”
D S di? ’

en remarquant que ' —u = CM, on a

et alors

tgV =

Posons

CM

K )
formule de Chasles. D’ot1 les conséquences bien connues suivantes, et qui ne sont
en défaut que pour des génératrices singuliéres :

(2) tgV =

1°. Lorsque M décrit la génératrice d’un bout a l'autre, le plan tangent (P)
en M tourne autour de la génératrice toujours dans le méme sens, et la rotation
totale qu’il effectue est de 180°. En deux points différents, les plans tangents
sont différents.

2°. La division des points M et le faisceau des plans (P) sont en correspon-
dance homographique.

3°. Comme trois couples définissent une homographie, deux surfaces réglées
qui ont une génératrice commune, et qui sont tangentes en trois points de cette
génératrice, sont tangentes en tous les autres points de cette génératrice, c’est-
a-dire se raccordent tout le long de cette génératrice. L’expression de K peut se
simplifier; on a :

S df? Ydidf Y ldf
D=Sdldf Sd? Sidi|=S"d2S afr— (S didf
Sdf S ldl S 22 <Z )

d’ou
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Dans le cas général, on trouve de méme

. D Y12
SRSz — (Y d)*

K est le parameétre de distribution ; il est rationnel. La formule (2) montre que,
si M se déplace dans une direction quelconque sur la génératrice, le plan tangent
tourne, par rapport a cette direction, dans le sens positif de rotation, si K est
positif; et tourne dans le sens négatif, si K est négatif.

La signe de K correspond donc & une propriété géométrique de la surface.
D’aprés (3) ou (4), le parameétre de distribution est nul pour une surface déve-
loppable.

(4)

Remarque. Soient sur une méme génératrice deux points M, M’ ou les plans
tangents soient rectangulaires. On a

tgVtgV = —1,

d’on, en vertu de (2),
CMCM = —KQ;

les points d’une génératrice ou les plans tangents sont rectangulaires forment
une involution dont C est le point central.

Exemple 1. Surface engendrée par les binormales d’une courbe gauche.
Soit la courbe

avec les notations habituelles, nous avons

df = ads, dg = bds, dh = cds,
l=ad" m=10" n=c"
et
a’ v d
dl—Tds, dm—fds7 dn—fds.

Le point central est ici défini par u = 0; la courbe est ligne de striction. Le
parameétre de distribution est

a b ¢
ST A

T T T

a// b// C//

le parameétre de distribution est égal au rayon de torsion de la courbe au point
correspondant. La courbe est ligne de striction, trajectoire orthogonale des gé-
nératrices et géodésique.
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Exemple 2. Surface engendrée par les normales principales a une courbe.
On a ici

df = ads, dg = bds, dh = cds,
l=ad, m =1V, n=c,
" b b// /!
dl:—%—%ds, dm = —= — = ds, dnz—}—i—%ds;

le point central est défini par

el o 1
‘“R7T) R RT?

— MC,

a o> 1 I I~ R4+ T2
Z(ﬁJFT Rz ' T2
et on a :
a b c
K — R?T? a+a" b+b” c+c" B R?T
~ R24+T2|R T R T R T| R2+T?

a’ v d
Cherchons le plan tangent au centre de courbure O. Nous avons

CO MO-MC 1

tV:_ e — —R—— = —— = —
8 ( R2+T2)  KRZ4+T2 T

RT? 1 R? R
K K K

pour le point M, qui est sur la courbe on a

T
t - — = — —
eV =% R’

donc
tgVtgV = —1.

Les plans tangents en M et O sont rectangulaires, ce qui est un cas particulier
d’une proposition que nous verrons plus loin (N°12).
Elément linéaire.
9. Cherchons I’élément linéaire d’une surface réglée :
r= f(v)+ul(v) y = g(v) +um(v) z = h(v) +un(v).
En désignant par des accents les dérivées par rapport a v, il vient :
dr = (f'+ul')dv+ldu, dy= (¢ +um’)dv+mdu, dz= (h'+un")dv+ndu

et
ds? = Edu® + 2F dudv + G dv?,
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avec

E=Y 1 F=ud W+ If, G=u>d I"+2u) I'f+) f~

Supposons que I, m,n soient les cosinus directeurs :

=1 > =o,
E=1, F=Y1f, G=uY 1"+20> UIf+Y f~
Ces résultats s’obtiennent directement en faisant le changement de parameétre
VEu = u;
dE

du' = VEdu + u dv dv.
2vE

Nous avons alors, en supprimant les accents,

d’ou

ds® = du® + 2Fdu dv + G dv>.

Supposons de plus que la courbe x = f(v),y = g(v),z = h(v) soit trajectoire
orthogonale des génératrices, alors > If' =0, F =0, et on a

ds* = du® + G dv?,

il est évident que 1’élément linéaire doit avoir cette forme, car on a un systéeme
de coordonnées orthogonales. On arrive aussi a cette expression en posant

du+Fdv = du/,

u':u+/de,

ce qui exige une quadrature. La variable u est définie & une constante prés,
c’est une longueur portée sur chaque génératrice a partir de la méme trajectoire
orthogonale. Pour définir la variable v, considérons la direction de la génératrice
x =1, y = m, z = n. Ces équations sont celles de la trace du coéne directeur
sur la sphére de rayon 1; nous prendrons pour v 'arc de cette courbe; alors

SUr=1, et
G=u+2u) I'f+> [~

YUf =Gy, Y =G,

G =u+ 2uCo + Cy;

Posons

nous avomns

les quantités Gg, G1, ainsi introduites sont liées d’une fagon simple au point cen-
tral et au paramétre de distribution. Considérons I'involution des points M, M’
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ol les plans tangents sont rectangulaires; son point central est le point central
de la génératrice, et on a, en désignant par K le paramétre de distribution,

CM-CM = —K2

Le plan tangent en un point u de la génératrice a pour coefficients les détermi-
nants déduits du tableau

l

de méme le plan tangent au point ' aura pour coefficients les déterminants
déduits du tableau

Exprimons que ces plans tangents sont rectangulaires. La somme des produits
des déterminants précédents, et par suite le produit des tableaux, doit étre nul,
ce qui donne

a b c
ff+ul' ¢ +um’ B+ un

)

a b c
f/ +u/ll g/ +ulm/ h/ +uln/

’1 0 o,

0 Gi+ (u+u)Go+ ur/

la relation d’involution est donc
wu' + (u+ u')Go + Gy = 0,

ou

(U—f- Go)(u/ —|— G()) = Gg — Gl.

u + Gg doit représenter CM ; si donc I est I'intersection de la génératrice avec
la trajectoire orthogonale u = 0, on a

u+ Gog=CM =IM — IC;

mais IM = u, donc Gy = —IC, —Gq est I'u du point central ; posons
P=-Gy=-)» I'f"
De plus
Gg - G1 - —K2,
d’ou

G =G +K =P +K* =) f*

alors
G=u’—2uP+P*+K?*= (u—P)*+K.

Finalement, si [, m,n sont les cosinus directeurs de la génératrice, v [’arc de la
trace du cone directeur sur la sphere de rayon 1, u la longueur portée sur la
génératrice a partir d’une trajectoire orthogonale, on a

(1) ds* = du® + [(u — P)* + K*] dv?,
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P étant [ du point central et K le paramétre de distribution.

Remarque. Ceci peut servir a calculer le paramétre de distribution. On a

g KP |G Go 0
l/ m’ n/ = GO 1 0 :Gl—Gg:Kz,

[ m n 0 0 1
et on peut écrire
f/ g/ h/
(2) K=|I'' m n|, P==>1If
[ m n

Réciproquement, soit une surface dont 1’élément linéaire soit de la forme
ds® = du® + [(u — P)* + K*| dv*;

cherchons s’il y a des surfaces réglées applicables sur cette surface ; les éléments
d’une telle surface réglée seront déterminés par les relations

=1, Yif =0 Y I"=1 Y If=-P, Y [P=K+P%

la derniére de ces relations s’écrit, d’apres I’expression de K,

Zf’(mn' —nm') = -K.

Nous pouvons d’abord nous donner arbitrairement le cone directeur de fagon a
satisfaire 1% = 1, Y 1'> = 1. Il reste alors a satisfaire a trois équations linéaires
en f', ¢, h' dont le déterminant n’est pas nul; f’, ¢’, h’ seront alors parfaitement
déterminés, f, g, h le seront a une constante additive prés, ce qui revient a ajou-
ter & x,y, z des quantités constantes, c’est-a-dire & faire subir a la surface une
translation. Lorsqu’on a une surface réglée, il y a donc une infinité de sur-
faces réglées applicables sur elle, les génératrices correspondant aux génératrices
puisqu’on peut prendre arbitrairement le cone directeur. Remarquons que dans
I’élément linéaire figure, non pas K, mais K2, de sorte qu’en particulier il existe
deux surfaces réglées ayant méme cone directeur, des paramétres de distribution
égauz et de signes contraires et applicables ['une sur [’autre.

Pour avoir explicitement f, g, h, résolvons le systéme des équations linéaires

Z If' =0, Z l'f = —P, Z(mn’ —nm')f = —K;

I,m,n, I',m' ,n' sont ici cosinus directeurs de deux directions rectangulaires.
Introduisons une nouvelle direction de cosinus [, ms, no formant avec les deux
précédentes un triedre trirectangle

ly = mn' —nm/, me = nl' — In/, ny = Im’' —ml'.

Le systéme devient

M=o, D Uf=-P, D bf=-K
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d’ou

f'=-Pl' —K(mn' —nm'),
(3) g =—-Pm' —K(nl'—In'),
h' = —Pn’ — K(m' —ml").

On a f, g, h par des quadratures.

La forme V¥ et les lignes asymptotiques.

10. Nous avons

d*x d*y d*z

dr  dy 0Oz (f" +ul") dv? + 21’ du dv
U(du,dv) =Y Ad’r=|0u Ou Ou|= 1

Jor Oy 0z 4l

v v v

on a pour ¥ une expression de la forme
U (du, dv) = 2F" dudv + G’ dv?,

F’ étant fonction de v et G’ un trindéme du deuxiéme degré en u. Nous trouvons
naturellement pour lignes asymptotiques les courbes dv = 0, v = const. qui sont

les génératrices. Les autres lignes asymptotiques sont déterminées par I’équation
différentielle

du G
dv — 2F"
ou
(1) Z—Z = Ru® +2Su + T,

R,S, T étant fonctions de v. C’est une équation de Riccati. Rappelons ses pro-
priétés.
Equation de Riccati.

1°. Supposons qu’on ait une solution uy, de cette équation. Posons

1

2 — -

( ) u u1+w7

d’ou p
du = duy — —l;}

w

L’équation (1) devient

1 1
————:Ru§+2RE+R—2+QSu1+QS—+T;
v w w w
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mais u; étant intégrale de (1), on a

d
M Ru? + 2Su; + T,
dv

de sorte que I'équation devient

dw

—% = Q(RU1 + S)w + R,

ou

C’est une équation linéaire dont [’intégration s’effectue par deux quadratures.

2°. Supposons qu’on ait deux intégrales us, u; de ’équation. Posons

1
Ug = Ul + )
Wo
d’ou
1
Wy = ;
Uy — U

wyp sera une intégrale de I’équation (3). Posons alors
(4) w = wo + 0,

d’ou
dw = dwy + db;
(3) devient

d do
0 L2 Qup+ QO — Ry
dv  dv
ou, comme w est intégrale de (3)
do
=~ 06
7o =

équation linéaire sans deuxiéme membre qui s’intégre immédiatement par une
seule quadrature :

(5) D _ Qav,
0
logQZ/de,
0 = Q%

3°. Supposons qu’on ait trois intégrales uy, us, ug de I'équation (1). On a alors
deux intégrales de 'équation (3). Soit
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wy est intégrale de (3), et par suite on a une intégrale 6, de (5)

1 1 U — U3
90 = W1 — Wy = — = .
Uz — Uy U2 — U7 (Ug —U1)<UQ —Ul)

Posons
0 = 1),
df = 0y dip + 1 dby;

(5) devient
&b db

O — + 1 —— = Qub,
dv dv

ou, comme 6y est intégrale de (5),

dip i

Op— =0 — =0.
O dv ’ dv

Y est une constante C, et U'intégrale générale de (5) est
(6) 0 = C0.

L’équation s’intégre complétement par des opérations algébriques. Si nous cher-
chons l'expression de l'intégrale générale u en fonction des intégrales particu-
liéres uq, ug, us, nous avons, en vertu de (2), (4), (6),

+ ! + ! + !
U=1u —=u —_— =1
e L oy L o w—w ’
U — U7 U — U (U3 — Ul)(UQ — ul)
d’ou
1 . 1 C(UQ — Ug) . Uz — U + C('LLQ — U3)

w—u;  ug—uy (ug —ug)(ug — u) (ug —up)(ug —uy)
d’ou

Clus — ug) = (ug — ur)(up —u1) (s — uy) = (ug — u)(up — U),

U — Uy (u—uy)

(7) C:U,—UQ_U;;—UQ

U—1u Uz — U
ou
(u uy us ug) = C.

Ainsi le rapport anharmonique de quatre intégrales quelconques d’une équation
de Riccati est constant. En remarquant que, dans le cas présent, ces intégrales
sont précisément les u des points d’intersection d’une génératrice quelconque
avec les asymptotiques, on voit que quatre lignes asymptotiques coupent les gé-
nératrices suivant un rapport anharmonique constant.

Remarque. L’équation (7) résolue par rapport a u donne

VO +V,

CViC+ VY

V, Vg, Vi, Vy étant fonctions de v. La constante arbitraire figure donc dans I'inté-
grale générale par une fraction du premier degré. Inversement toute fonction de
la forme (8) satisfait a une équation de Riccati, car si on élimine la constante C

au moyen d’une différentiation, on retrouve une équation différentielle de la
forme (1).

(8) u
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Cas particuliers.

Si la surface réglée a une directrice rectiligne, cette directrice est une asymp-
totique, on a une solution particuliére de ’équation de Riccati. La détermination
des lignes asymptotiques se fait au moyen de deux quadratures. C’est le cas des
surfaces réglées a plan directeur. Si la surface admet deux directrices rectilignes,
ces deux droites sont des asymptotiques, et on a deux solutions particulieres de
I’équation de Riccati. C’est le cas des surfaces conoides a plan directeur. Il ne
faut plus alors qu'une quadrature pour déterminer les lignes asymptotiques. En
réalité, on peut les obtenir sans quadrature. Considérons en effet une surface
réglée admettant deux directrices rectilignes. On peut effectuer une transfor-
mation homographique de fagon que I'une des directrices s’en aille a 'infini, la
surface se transforme en un conoide a plan directeur. Soit

les lignes asymptotiques sont telles que le plan osculateur coincide avec le plan
tangent ; ses coefficients doivent donc satisfaire aux relations

A C LI NC S U By L)

ou ou ou ov ov ov
ou
A+ Bv =0, Bu + Cy¢'(v) = 0;
équations satisfaites si 'on prend C = —u, B = ¢'(v), A = —v¢/(v). On a alors

U (du,dv) = Ad*z + Bd*y + Cd*z = 0;
mais A, B, C étant les coefficients du plan tangent, on a
Adx+Bdy+ Cdz = 0;

en différentiant cette relation, on voit qu’on peut mettre I’équation différentielle
des lignes asymptotiques sous la forme

dA dz + dBdy + dC dz = 0,
ou

—du[¢' (v) dv + vy (v) dv] + ¢" (v) dv(v du + udv) — du¢'(v) dv = 0,
up” (v) dv? — 2¢' (v) du dv = 0;

nous trouvons la solution v = const. qui nous donne les génératrices, et il reste

" (v)dv  2du
P'v)  u

)
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d’ou
Ly'(v) = Lu® — LC,

d’ou
u’ = C+¢(v);
on a ainsi les lignes asymptotiques d’un conoide sans quadrature.

Remarque. S’il y a trois directrices rectilignes, la surface est une surface du
second degré, et est doublement réglée.

Calcul de V.

Cherchons 'expression générale de la forme V. Introduisons pour cela les
variables canoniques u, v qui nous ont permis d’arriver & la forme de I’élément
linéaire. Considérons le triédre de Serret de la courbe (X) tracé du cone directeur
sur la sphére de rayon 1. La génératrice (I,m,n) est dans le plan normal a
cette courbe : soit € son angle avec la normale principale; avec les notations
habituelles, nous avons :

[ =a cosf 4+ a’sind, m = b cosf + V' sinb, n =c cosf + ¢’ sinb;

d’ou
a a// a/
I'=a=0(—a'sinf + a" cos ) — cos O <ﬁ + T) + sin 6 T

et les analogues; d’ou

Nous avons alors

mn' —nm' =mc —nb = a'sinf — a” cos b,
nl' —In' =b'sinh — b’ cosb,

Im' —ml' = 'sinf — ¢’ cos 0;
et nous obtenons, au moyen des formules (3) du N°9,

[ +ul' =(u—-P)'—K(mn —nm') = (u—P)a—Ksinfa' + Kcosfa",
g +um' =w—-—P)m'—Knl'—In') =(u—-P)b—Ksinfbd + Kcosfb",
W +un' = (u—P)n' —K({Im' —ml') = (u—P)c—Ksinfd +Kcosb”,

puis

_Pa’—K’siHGa’— Kcosf

1" l/l:_P/ U
ff+u a+ m

n
a + Ksinf (% + %)
Ksind a’

K/ 0 " _ " K 9_
+ K cosba T a’ + K cos T
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ou
Ksinf - P
f"+ul” =a MY _p) o (Y —K'sin® ) +a”" K’ cos 9,
R R
Ksinf -P
g" +um” = ST _pr) 4w (L —K'sinf | + V"K' cos0,
R R
Ksin 6 - P
B otun” = 2222 _pr) Lo (L —K'sinf ) + "K' cos 9,
R R
Alors
Ksin
2a du dv + dv? [a ( Y P’)
R
—P
U — +d (uR —K’sin9> +a"K'cos€}
(u—P)a—Ksinfa' + Kcosfa"
a cosf + a”’ sinf
ou
Ksin 8 - P
2 du dv + ( SPI{H — P') dv? (u T K’ Sine) dv® K'cosf dv?
V= u—P —Ksin6 Kcosf |’
0 cosf sin 6

c’est-a-dire

Ksin6

\I/:—{Qdudv%—( R

- P’) va} K — (u— P) {—K’ +(u— P)Sme} d?,

ou enfin

sin 6

U = —2K du dv + {(u—P)K’+KP’— [(u—P)2+K2]}dv2.
Le seul élément nouveau qui intervient est la courbure géodésique % de la

courbe (X) sur la sphére. Cet élément suffit & déterminer (X); supposons en
effet

ind

0l ag)

nous avons . X
CoS
= —1 — 9/'
R ’ T '
nous en déduisons
d

(1) tgd = —0(v), R = —cos¥b, T = d—z;

nous avons ainsi tous les éléments de la courbe (X).
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Remarque. Les formules (1) nous permettent de trouver la condition pour
qu’'une courbe soit tracée sur la sphére de rayon 1. Nous avons en effet

d—R——l—siné’d—g—Sine
dv dv R’
d’ou )
R® + T? (ﬁ) =1
dv

Ce qui exprime que le rayon de la sphére osculatrice est égal a 1.

Lignes de courbure.

11. L’équation différentielle des lignes de courbure est

dds*  dds*
Odu Odv| 0
ov  ov | 7
ddu 0Jdv
ou
du [(u—P)*+ K?*dv
sin 6 =0,

~Kdv —Kdu+ [(u — P)K' + KP' — [(u—P)*+ Kﬂ dv

R

c’est-a-dire

— Kdu? + [(u = P)K' + KP' = ®[(u — P)? + K] | dudv
+ K [(u—P)*+K? dv* = 0.

Telle est ’équation différentielle des lignes de courbure, ot ® représente la cour-
bure géodésique de la courbe (X).

Centre de courbure géodésique.

12.  Considérons une trajectoire orthogonale des génératrices, par exemple
u =0,
z=f(v), y=gW), z2=h)
cherchons son centre de courbure géodésique. C’est le point ou la droite po-
laire rencontre le plan tangent. Or, la génératrice étant normale & sa trajectoire
orthogonale est I'intersection du plan normal et du plan tangent; le centre de
courbure géodésique est donc a l'intersection de la droite polaire avec la généra-

trice. Le plan normal est
> (= f)f =0;

la caractéristique est définie par ’équation précédente et par

Z(x_f)fﬁ_z.f/?:()'
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Pour déterminer le centre de courbure géodésique, il suffit de déterminer I'u du
point d’intersection de la droite précédente avec la génératrice

r = f(v) +ul(v), y = g(v) +um(v), z = h(v) + un(v).

La premiére équation se réduit a une identité, la deuxieme donne
DI !
2 =0,
Ser s Sir=o

et I’équation qui donne I'u du point cherché devient
DIZES )

—uP +P? + K* = 0;

mais on a

d’ou

ou

ou enfin :

P(u —P) = K%

Si C est le point central, M le point considéré sur la trajectoire orthogonale,
M’ le centre de courbure géodésique, I’équation précédente donne

CM-CM = —K2

Donc les plans tangents en M, M’ sont rectangulaires. Ainsi le centre de courbure
géodésique en un point M d’une trajectoire orthogonale des génératrices d’une
surface réglée est le point de la génératrice ot le plan tangent est perpendiculaire
au plan tangent en M.

Si nous considérons maintenant une courbe (c¢) tracée sur une surface quel-
conque (S) les normales & (¢) tangentes a (S) engendrent une surface réglée (X) ;
les surfaces (S), (X) étant tangentes tout le long de (¢), la courbe (¢) a méme
centre de courbure géodésique sur (S) et sur () ; ce qui permet de construire le
centre de courbure géodésique d’une courbe tracée sur une surface quelconque.

EXERCICES.

21. Trouver les points de contact des plans isotropes menés par une génératrice quel-
conque d’une surface réglée. Quelles relations ont-ils avec le point central et le
paramétre de distribution ?

22. Trouver les surfaces réglées dont les lignes asymptotiques interceptent sur les gé-
nératrices des segments égaux.

23. Trouver les surfaces réglées dont les lignes de courbure interceptent sur les géné-
ratrices des segments égaux.

24. Trouver les surfaces réglées dont les rayons de courbure principaux sont fonctions
I'un de 'autre.
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25.
26.

27.

28.
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Trouver les lignes de courbure et les lignes géodésiques de I’hélicoide développable.

Montrer que les lignes d’une surface (S) quelconque, pour lesquelles : ds — R, dp =
0, sont caractérisées par cette propriété que, si ’'on méne par chacun des points de
I'une d’elles une tangente a la courbe v = const., la surface réglée ainsi obtenue a
pour ligne de striction la courbe considérée (voir exercice 11).

Etant donnée une surface S et une courbe C de cette surface, on considére la
surface réglée G engendrée par les normales MN menées & S aux divers points
M de C. Le point central de MN s’appelle le métacentre de S, correspondant au
point M et a la tangente MT de C.

1°. Déterminer ce métacentre, le plan asymptote, le paramétre de distribution.
Discuter la variation du métacentre quand la courbe (C) varie, en passant toujours
en M.

2°. Montrer que le métacentre est le centre de courbure de la section droite
du cylindre circonscrit & S, et dont les génératrices sont perpendiculaires au plan
asymptote de G.

3°. On suppose qu’on ait plusieurs surfaces S, et que I’on affecte chacune d’elles
d’un coefficient numérique a. On considére comme homologues sur ces diverses
surfaces les points M (pris un sur chaque surface) pour lesquels les plans tangents a
ces diverses surfaces sont paralléles ; soit M le centre des moyennes distances d’un
tel systéme de points M homologues, et relatif au systéme des coefficients a. Soit Sg
la surface lieu des points M. Montrer qu’elle correspond & chacune des surfaces S
par plans tangents paralléles ; et que si [ est le métacentre de Sy correspondant aux
divers métacentres I des surfaces S qui se trouvent associés dans la correspondance
considérée, on a (Y a)Moly = > (a MI).

On donne une courbe gauche R, aréte de rebroussement d’une développable A.
Déterminer toutes les surfaces réglées satisfaisant aux conditions suivantes : cha-
cune des génératrices G d’une telle surface est perpendiculaire & un plan tangent P
de A, et le point de rencontre de G et de P est le point central de G. Soit alors X
I'une de ces surfaces réglées, chacun des plans isotropes passant par une de ses
génératrices enveloppe une développable. Montrer que le lieu des milieux des seg-
ments dont les extrémités décrivent, indépendamment 1'un de 'autre, les arétes de
rebroussement de ces deux développables est une surface minima inscrite dans A.
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CONGRUENCES DE DROITES.

Points et plans focaux.

1. On appelle congruence un ensemble de droites dépendant de deux
paramétres ; toutes les droites rencontrant deux droites fixes constituent une
congruence ; de méme les droites passant par un point fixe, les normales a une
surface ; si sur une surface on considére une famille de courbes dépendant d’un
paramétre, I’ensemble de leurs tangentes constitue une congruence.

Une droite d'une congruence pourra se représenter par les équations

z = f(v,w) +ua(v,w),
(1) y = g(v,w) +ubv,w),
z = h(v,w) +uc(v,w).

Les équations

(2) x:f(v,w), y:g(vvw)v z:h(v,w)

définissent le support de la congruence, a, b, ¢ définissent les directions des droites
de la congruence passant par chaque point du support. Ce support sera en
général une surface, et la congruence sera constituée par les droites de directions
données passant par tous les points d’une surface. Il peut arriver que f, g, h ne
dépendent que d'un seul parameétre, le support est alors une courbe, et par
tout point de la courbe passent une infinité de droites de la congruence, qui
constituent un coéne. Enfin f, g, h peuvent se réduire a des constantes, et la
congruence est constituée par toutes les droites passant par le point fixe de
coordonnées f, g, h.

Supposons qu’on établisse une relation entre v,w; cela revient a choisir
oo! droites de la congruence, qui constituent une surface réglée de la congruence.
On retrouverait ainsi les équations générales d’une surface réglée. Considérons
toutes les surfaces réglées passant par une droite D de la congruence. Deux de
ces surfaces se raccordent en deux points de la droite D. Nous allons montrer
que ces deux points sont indépendants des surfaces réglées que 'on considére.
En d’autres termes sur chaque droite D de la congruence il existe deux points
F,F’ auxquels correspondent deux plans P, P’ passant par la droite D et tels que
toutes les surfaces réglées de la congruence passant par la droite D ont pour
plans tangents en F,F’ respectivement les plans P,P’. Ces points F,F' s’ap-
pellent foyers ou points focaux de la droite D, les plans P, P’ sont les plans
focauz associés a F,F’. Pour démontrer la proposition, cherchons le plan tan-
gent en un point quelconque de la génératrice (1). Les paramétres A, B, C du
plan tangent satisfont aux équations

(3) Aa+Bb+ Cc =0,
(3) A(df +uda)+ B(dg +udb) + C(dh + udc) = 0.
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On peut choisir u de fagon que le plan tangent soit indépendant des différentielles
dv,dw, et par suite indépendant de la relation existant entre v, w, c’est-a-dire
indépendant de la surface réglée. Développons la deuxiéme équation (3)

B af oa dg ob oh dc
0 {A (av +“au> B ((% +“av) ¢ <av “‘au) }d“

of da dg ob oh oc

Pour que le plan tangent soit indépendant de dv, dw, il suffit que I'on ait

af da dg ob oh dc\

af da dg ob oh dc\

(4)

Les relations (4) et la premiére des relations (3) doivent étre satisfaites pour des
valeurs non toutes nulles de A, B, C, donc on doit avoir

a b c

(9_f + u% @ + u% % + u&
(5) ov v v Jdv v ov | =0.
af da g ob  0h Jc

oo “ow o0 “ow ow  “ow

Telle est ’équation qui donne les u des points focaux ; elle est du deuxiéme degré,
donc il y a deux points focaux ; le plan focal correspondant & chacun d’eux aura
pour coefficients les valeurs de A, B, C satisfaisant aux équations (3) et (4).

Surfaces focales. Courbes focales.

Le lieu des foyers s’obtiendra sans difficulté. Il suffit de tirer u de (5) et
de porter sa valeur dans (1). L’équation (5) étant du deuxiéme degré donne
pour u deux valeurs, de sorte que le lieu se compose de deux parties distinctes
dans le voisinage de la droite D. Considérons I'une de ces parties ; elle peut étre
une surface, que 1'on appellera surface focale, ou une courbe, que I'on appellera
courbe focale, ou bien elle peut se réduire a un point, et la congruence comprend
alors toutes les droites passant par ce point. En écartant ce cas, on voit que le
lieu des foyers peut se composer de deux surfaces, d’une courbe et d’une surface,
ou de deux courbes.

1°. Supposons qu’une portion du lieu des foyers soit une surface (®). Prenons
cette surface comme support de la congruence; I’équation (5) a pour racine
u =0, on a donc

a b c
of 0dg O0Oh
v v ov|=0.
of 0dg Oh
ow dw dw
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Ceci exprime que la droite D est dans le plan tangent a la surface (®) au point M
(u=0), qui est 'un des foyers, soit F. Ainsi les droites de la congruence sont
tangentes a la surface focale au foyer correspondant. Cherchons le plan focal
correspondant & F. Ses coefficients A, B, C sont déterminés par les équations

( Aa+Bb+Cc:0,

8f oh
% —FBaU +C% =0,

8f 8h_
8w+B8w+C%_ ’

d’aprés la condition précédemment écrite, ces équations se réduisent a 2, et
expriment que le plan focal correspondant au foyer F est le plan tangent en F a
la surface (®). Toutes les surfaces réglées de la congruence sont circonscrites a
la surface focale.

Si le lieu des foyers F, F' comprend deux surfaces focales (®), (®'), les droites
de la congruence sont tangentes aux deuz surfaces focales, les foyers F,F' sont
les points de contact, les plans focaux sont les plans tangents aux surfaces focales
aux foyers correspondants. Le lieu des foyers coincide avec l’enveloppe des plans
focauzx.

Réciproquement, étant données deux surfaces quelconques (), (P’), leurs
tangentes communes dépendent de deux paramétres. Soit F un point de (®).
Considérons le plan tangent en F & (®); il coupe (P') suivant une certaine
courbe; si nous menons de F des tangentes a cette courbe, ces droites, qui
sont tangentes aux deux surfaces (@), (®') sont déterminées quand le point F
est déterminé ; elles dépendent d’autant de paramétres que le point F, donc de
deux parameétres ; elles constituent une congruence, dont les surfaces réglées sont
circonscrites aux surfaces (), (®') qui sont les surfaces focales.

Si les surfaces (®), (®’) constituent deux nappes d’'une méme surface (S),
comme cela arrive en général, la congruence sera constituée par les tangentes

doubles de la surface (S).

2°. Supposons qu’'une portion du lieu des foyers soit une courbe (¢), que
nous prendrons pour support de la congruence. Nous pouvons alors supposer
of 09 oh
ow’ dw’ dw
sont nuls, et u = 0 est racine de 'équation (5). Si les droites d’une congruence
rencontrent une courbe fize, les points de cette courbe sont des foyers pour les
droites de la congruence qui y passent. Cherchons le plan focal correspondant.
Nous avons

que f, g, h ne dépendent que d'un paramétre, v par exemple ; alors —

Aa+Bb+Cc:0,

(9 of oh
81} * Bav * C% =0,
le plan focal passe par la droite D et est tangent a la courbe focale. Toutes les
surfaces réglées de la congruence passent par la courbe focale, et en un point M
de cette courbe sont tangentes au plan tangent a cette courbe passant par la
droite D.
Supposons qu’il y ait une surface focale (®) et une courbe focale (¢'); la

congruence est constituée par les droites rencontrant (¢') et tangentes a (). On
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a immédiatement les foyers et les plans focaux, d’aprés ce qui précéde. Récipro-
quement, les droites rencontrant une courbe (') et tangentes a une surface (P)
constituent une congruence qui admet (') et (®) pour lieu de ses foyers.
Supposons qu'il y ait deux courbes focales (¢), (¢'). La congruence est consti-
tuée par les droites rencontrant (¢), (¢'), et ses surfaces réglées contiennent les
deuz courbes focales. Réciproquement les droites rencontrant deuz courbes don-
nées constituent une congruence qui admet ces deux courbes comme courbes fo-
cales. Si (), (') constituent deux parties d’'une méme courbe (c), la congruence
est constituée par les droites rencontrant (c¢) en deux points, c’est-a-dire les

cordes de (c).

Cas singuliers.

Voyons dans quels cas les deux foyers sont confondus sur toutes les droites
de la congruence.

Examinons d’abord le cas de deux surfaces focales confondues. Prenons cette
surface (®) comme support; en chaque point F de cette surface est tangente
une droite D de la congruence. Si on considére ces points focaux et les droites
correspondantes, on peut trouver sur la surface une famille de courbes tangentes
en chacun de leurs points & la droite correspondante de la congruence. Soit la
droite D, elle est tangente a la surface, donc ses coefficients directeurs sont :

0 f 0 f dg dg oh oh

b= A=+ pu=—, c=A—+pu—.

=% 81} aw ’ Ov ow ov ow

Soit une courbe de la surface (®) définie en exprimant v, w en fonction d'un
paramétre ; les coefficients directeurs de la tangente sont

0 af af 8g dg oh oh
d dv dw, dy dv dw, dz=—dv+ —d
T T YT e T e ™
pour que cette tangente soit la droite D, il faut que 1'on ait
dv_du
T

Pour déterminer I'un des paramétres v, w en fonction de 'autre, on a a intégrer
une équation différentielle du premier ordre. La famille de courbes dépend d’un
paramétre, soit w = const. On aura alors

_of _ 9 _oh,
“ By O’ T B
et (5) devient
of % on
ov ov v
2 2 2
or ,of % 09 O Oh

ov 81}2 ov o0v? ov ov?
of *f g 0%g  Oh 9%h
ow + u@v@w ow + u@v@w ow + u@v@w
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En retranchant la premiére ligne de la deuxiéme, u vient en facteur : pour que
les points focaux soient confondus, il faut que le déterminant s’annule encore
pour u = 0, ce qui donne

of Og Oh
v v v
7y ol
o ov?  Ov? ’
of Og Oh
ow Ow Ow

ou E' = 0. Alors I’équation des lignes asymptotiques de la surface (®), qui est
E' dv? + 2F dv dw + G dw? = 0,

est satisfaite pour dw = 0; les courbes w = const. sont des asymptotiques de la
surface (®). Ainsi les congruences a surface focale double peuvent s’obtenir en
prenant les tangentes aux lignes asymptotiques d’une surface quelconque.

Considérons maintenant le cas de deux courbes focales confondues. Prenons
cette courbe pour support. Nous pouvons supposer que f, g, h ne dépendent plus
de w. Exprimons alors que ’équation (5) admet pour racine double u = 0, nous
avons

a b c
af 0dg Oh
v v ov|=0.
da 0Ob Oc
ow dw dw

Les droites D de la congruence passant par un point F de la courbe (¢) en-
gendrent un cone. Le plan tangent a ce cone a pour coefficients les déterminants
déduits du tableau

a b c
du b ol
ow Oow Jw

et la condition précédente exprime que la tangente FT a la courbe focale est
dans le plan tangent au cone ; ceci devant avoir lieu quelle que soit la génératrice
du cone que 'on considére, tous les plans tangents au cone passent par FT, et
le cone se réduit & un plan. Une congruence a courbe focale double est engendrée
par les droites qui en chaque point F d’une courbe sont situées dans un plan
passant par la tangente. Ici 'enveloppe des plans focaux ne coincide plus avec
le lieu des points focaux.

Développables de la congruence.

2. Cherchons si 'on peut associer les droites de la congruence de fagon a
obtenir des surfaces développables. Reprenons les équations de la droite
T = f(’U,U)) + UCL(U,U)),
Yy = g(v, w) + Ub(va w)?
z = h(v,w) +uc(v,w);
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la condition pour que cette droite engendre une surface développable est

a b ¢
da db dc| =0,
df dg dh
ou
a b c

Oa Oa ob ob Oc Oc
(1) %dv + (9_wdw %dv + 8_wdw adv + 8_wdw _o
af of dg dg oh oh

Telle est I'équation différentielle qui exprime que la droite de la congruence
engendre une surface développable. Elle est de la forme

A dv® + 2B dv dw + C dw?* = 0;

d
elle donne deux valeurs de —U, il y a donc deux familles de développables,

qu’on appelle développables de % congruence. Par chaque droite de la congruence
passent deux développables de la congruence. Cherchons les points de contact de
cette droite avec les arétes de rebroussement. Les coordonnées de 1'un de ces
points vérifient les équations

df +uda+ ado =0,

dg+udb+bdo =0,

dh +uwdc 4 cdo = 0;

ou
((Of da of da B
dg 0b Jdg 0b -
<%+u%> dU+<8—w+Ua—w)dW+bd0—O7
oh Jc Ooh dc
\ <%+u%> dv + (a—w—FUa—w) dw+ cdo = 0.

Eliminons entre ces équations dv,dw, do, nous avons pour déterminer I'u du
point de contact de la droite avec ’aréte de rebroussement, 1’équation qui donne
les points focaux. Donc les points ot une droite D de la congruence touche les
arétes de rebroussement des deux développables de la congruence qui passent par
cette droite sont les foyers de la droite D.

Développables et surface focale.

Supposons que le lieu des points focaux comprenne une surface (®) que nous
prendrons pour support

r = f(v,w), y = g(v,w), z = h(v,w).

En chaque point F de la surface (®) passe une droite D de la congruence tangente
en F & (@) et admettant F pour foyer. Nous avons trouvé sur la surface (®) une
famille de courbes tangentes aux droites D. La développable qui a pour aréte de
rebroussement une de ces courbes (A) est une développable de la congruence.
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Nous avons ainsi une des familles
de développables. Considérons alors les D

courbes (c¢) formant avec (A) un réseau
conjugué. Considérons la développable en-
veloppe des plans tangents a (®) tout le long
d’une courbe (c); la génératrice de cette dé-
veloppable en un point F de (c) est la carac-
téristique du plan tangent, c’est la tangente
conjuguée de la tangente a (¢), c’est la droite D. Nous avons la deuxiéme famille
de développables en prenant ’enveloppe des plans tangents a (®) en tous les
points des courbes (c) conjuguées des courbes (A).
Supposons que les courbes w = const. soient précisément les courbes (A).

On a
T TR )
o) ov’ o]
I'équation (1) devient
of % on
ov ov ov
0 f 0% f 0%g 0%g 0%h 9%h
Ov? dv + ov Ow dw %dv%— ov Ow dw Ov? dv+600w dw| =0.
of of dg dg oh oh
%dija—wdw %dv—i-a—wdw %dv+a—wdw

Retranchons la premiére ligne de la troisiéme : dw vient en facteur, et I’équation
prend la forme

dw(E dv + F' dw) = 0;
nous trouvons d’abord dw = 0, (courbes A); la relation

E' dv+Fdw=0
définit précisément les courbes (¢) conjuguées des courbes w = const. Nous
retrouvons les résultats précédents.
Développables et courbe focale.

Examinons maintenant le cas d’une courbe focale () que nous prendrons
pour support :

r=[f), y=gW), z2=h(v),
alors %, g—g), S—Z sont nuls, et I’équation (1) devient
a b c
%dv—i—g—f;dw %dv+g—idw %dv%—?—idw _0;
g—i dv % dv % dv

dv est en facteur. L’une des familles de développables est formée par les droites
v = const., c’est-a-dire par toutes les droites de la congruence passant par un
méme point F de (). Ce sont des cones.
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Examen des diverse cas possibles.

Examinons alors tous les cas possibles relativement a la nature du lieu des
foyers.

1°. Supposons qu’il y ait deux surfaces focales (®),(®’). Toute droite D
de la congruence est tangente a (@), (®’) aux deux points F,F’ foyers de D.
Considérons une des développables ayant pour aréte de rebroussement I'une des
courbes (A). Toutes ses génératrices sont tangentes a (®’), cette développable

est circonscrite a (®’) le long d'une courbe (¢’) que nous appellerons courbe
de contact. Le plan focal correspondant a F est le plan tangent en F & la sur-
face (®). Le deuxiéme plan focal est le plan tangent en F' a (®'), et comme
la développable est circonscrite a ('), ce plan tangent est le plan tangent a
la développable au point F’, c’est-a-dire le long de la génératrice D ; c’est le
plan osculateur a l'aréte de rebroussement (A) au point F. Il y a évidemment
réciprocité entre (@), (®’). L’autre série de développables aura pour arétes de
rebroussement les enveloppes des droites D sur la surface (®'). Soient (A’) ces
arétes de rebroussement, et ces développables seront circonscrites a (®) le long
des courbes de contact (C). Nous avons ainsi déterminé sur (®), (®') deux ré-
seaux conjugués qui se correspondent de maniére qu’aux courbes (A) corres-
pondent les courbes (/) et aux courbes (c) les courbes (A’), I'une des familles
de courbes correspondantes étant constituée par des arétes de rebroussement, et
lautre par des courbes de contact. Le deuxiéme foyer F’ est le point de contact
de la droite D avec son enveloppe quand on se déplace sur la courbe (c).

2°. Supposons une surface focale (@) et une courbe focale (¢’). Une des séries
de développables est constituée par des cones ayant leurs sommets sur (¢'). Les

courbes (¢) sur (®) sont les courbes de contact des cones circonscrits a (P)
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par les divers points de (¢'). Les plans focaux sont le plan osculateur & (A) au
point F et le plan tangent a (®) au point F, c’est-a-dire le plan tangent a (¢')
passant par (D), et le plan tangent au céne de la congruence de sommet F’; le
long de (D). Les courbes (c¢), (A) forment un réseau conjugué sur (P).

3°. Supposons enfin deux courbes focales (), (¢); les deux familles de dé-
veloppables sont des cones passant par 1'une des courbes et ayant leurs sommets
sur l'autre.

Cas singuliers.
Voyons maintenant le cas des foyers confondus.

1°. Il y a une surface focale double. Dans ce cas la congruence est constituée
par les tangentes a une famille d’asymptotiques de cette surface. Il n’y a plus
qu’une famille de développables ayant pour arétes de rebroussement ces asymp-
totiques. Prenons cette surface pour support, et pour courbes w = const. ces
asymptotiques. L’équation différentielle qui détermine les développables est

dw(E dv + F'dw) = 0.
L’équation des lignes asymptotiques est
E' dv? 4 2F' dv dw + G’ dw* = 0;

elle doit étre vérifice pour dw = 0; donc E' = 0, et ’équation qui détermine
les développables devient dw? = 0, ce qui démontre le résultat précédemment
énoncé.

2°. 1l y a une courbe focale double (). Les droites de la congruence sont dans
des plans tangents aux divers points de (¢). Une famille de ces développables
est donc constituée par ces plans. On apercoit immédiatement deux autres dé-
veloppables, ’enveloppe des plans tangents précédents, et la développable qui
a pour aréte de rebroussement la courbe (). Il est facile de voir qu’il n’y en a
pas d’autre. Soit la courbe (¢) :

r=f(v), y=gW), z=h);

df 0g Oh
. . . dv’ dv dv
point les coefficients directeurs d’une droite de la congruence a(v), 3(v),v(v).
Une droite quelconque de la congruence aura pour coefficients directeurs

of 99

oh
a—%%—wa(v), b—%%—wﬁ(v), C—%jtwv(v).

la tangente a pour coefficients directeurs ; donnons-nous en chaque

L’équation des développables est

f+wa g +wp B 4wy
(f"+wd)dv+adw (¢ +wl)dv+ Gdw (b +wy')dv+ v dw| = 0;
fldv g dv h' dv
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dv est en facteur; en retranchant la troisiéme ligne de la premiére, w est en
facteur, et I’équation se réduit a

o B gl
wdv2 f// 4 wo/ g// 4 U}ﬁ/ h// + w,}/l =0.
f/ g/ B

Nous trouvons dv = 0 correspondant aux plans tangents; w = 0 correspondant
a la développable d’aréte de rebroussement ¢, et enfin

a [ 7 a B~
f// g// h// + w O/ 6/ ,.y/ — 0
f/ g/ h/ fl g/ h/

Le plan tangent considéré en un point de la courbe (¢) a pour équation

xr—f y—g z—h
1oy | =0
a B gl

cherchons son enveloppe. La caractéristique est dans le plan

xr—f y—g z—h r—f y—g z—h
f// g// h// + f/ g/ hl — 0
o} &} g o o4 o4

La droite D est

m:f%—u[g—i—kwoz(v)}, y:g—i—u[%quﬁ(v)}, z:h+u[%+w7(v)}.

Exprimons que cette droite est dans le deuxiéme plan qui contient la caracté-
ristique, nous avons

ff+rwa ¢ +ws N4+wy |f+wa ¢+wB N+ wy
f// g// h// _|__ f/ g/ h/ — 0’
o B g o g v

condition qui se réduit a

g N a B v
f// g// h/l _I_w f/ g/ h/ :0
a [ v o B

C’est précisément 1’équation qui définit la troisieme développable, qui est donc
I’enveloppe des plans qui contiennent les droites de la congruence.
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Sur le point de vue corrélatif.

3. Nous avons trouvé comme cas particulier du lieu des foyers une courbe.
En examinant la question au point de vue corrélatif, nous sommes conduits a
examiner le cas ou l’enveloppe des plans focauz est une surface développable,
soit ®. Soit @ 'autre nappe le la surface focale. Les droites de la congruence
sont tangentes a ®,®"; or, une tangente a la développable ® doit étre dans
I'un des plans tangents qui enveloppent cette développable; les droites de la
congruence sont donc les tangentes a ¢’ qui sont dans les plans tangents a @, ce
sont les tangentes aux sections de ®’ par les plans qui enveloppent ®. Dans ce
cas les arétes de rebroussement (A’) sur la surface ¢’ sont des courbes planes,
les développables correspondantes étant les plans de ces courbes. Les foyers
d’une droite D sont le point de contact avec @', et le point d’intersection avec
la caractéristique du plan tangent a la développable ®. L’autre famille de déve-
loppables aura ses arétes de rebroussement sur la surface ®, et correspondant
aux courbes (¢’) conjuguées des courbes (A’).

Réciproquement, si les arétes de rebroussement des développables situées sur
une des nappes de la surface focale sont des courbes planes, les développables
correspondantes seront des plans, et leur enveloppe sera la deuxiéme nappe de
la surface focale.

Pour avoir une congruence de cette espéce on peut prendre arbitrairement la
développable @, et sur cette développable, une famille de courbes quelconque.
Les tangentes a ces courbes engendrent une congruence de I'espéce considérée,
car 'une des familles de développables est évidemment constituée par les plans
tangents a la développable @ ; les courbes de contact sur la développable sont
les génératrices, qui peuvent étre considérées comme conjuguées a toute famille
de courbes.

Supposons les deux nappes de la surface focale développables. 11 suffit de
partir d’une développable ®, de la couper par une famille de plans quelconques.
Les sections seront les courbes A, et les plans de ces sections envelopperont
I’'autre développable focale. On peut dire dans ce cas que 'on a deux familles
de plans a un parametre, les droites de la congruence étant les intersections de
chaque plan d’une famille avec chaque plan de 'autre.

Les deux cas singuliers se correspondent a eux-mémes au point de vue corré-
latif. Les asymptotiques d’une surface se correspondent a elles-mémes ; car une
asymptotique est telle que le plan osculateur en I'un de ses points est tangent
a la surface, et au point de vue corrélatif, un point d’'une courbe se transforme
en plan osculateur et inversement.

Congruences de Koenigs.

Il y a un autre cas particulier corrélatif de lui-méme, c’est le cas de Koenigs.
On appelle élément de contact le systéme constitué par un point M et un plan
passant par ce point. Les surfaces et les courbes sont alors engendrées de la
méme fagon au moyen des éléments de contact : en chaque point d'une surface,
il y a un plan tangent et un seul, ce qui donne oo? éléments de contact ; sur une
courbe, il y a ool points, et en chaque point co! plans tangents, ce qui donne
encore 0o? éléments de contact ; pour les développables, nous avons co' plans et
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oo? points, donnant co? éléments de contact. Une droite est de méme constituée
par oo? éléments de contact, oo points sur la droite et co! plans passant par la
droite. Dans la théorie des congruences, un foyer et le plan focal correspondant
constituent un élément de contact, et les surfaces focales, courbes focales, déve-
loppables focales, ou comme 'on dit plus généralement, les multiplicités focales,
sont engendrées par les €léments de contact focaux. Nous voyons alors que nous
avons considéré tous les cas possibles, sauf celui ot I'une des multiplicités focales
est une droite.

La droite peut étre considérée comme le
D lieu de oco! points ou comme l’enveloppe de
oo! plans; c’est donc a la fois une courbe et
une développable; il en résulte qu’une des fa-

milles de développables de la congruence est
constituée par des cones ayant leurs sommets
1 sur la droite, et 'autre par des plans passant
‘ par la droite. Si en particulier la congruence

a pour multiplicités focales une droite D et
une surface P, les séries de développables se-
ront d'une part les cones circonscrits a & par
les différents points de D, ce qui donne les
courbes de contact (c); et les plans passant
par D, qui coupent suivant les arétes de rebrous-
sement (A), et (A), (¢) forment un systéme de courbes conjuguées. On obtient
ainsi le Théoréeme de Koenigs : Les courbes de contact des cones circonscrits a
une surface par les divers points d’une droite D, et les sections de cette surface
par les plans passant par D constituent un réseau conjugué.

Congruences linéaires.

Si les multiplicités focales sont deux droites, la congruence est constituée par
les droites rencontrant ces deux droites. C’est une congruence linéaire.

Il peut encore arriver qu’il y ait une droite focale double; il suffira alors
d’associer a chaque point A de la droite un plan P passant par cette droite, et la
congruence sera constituée par les droites D situées dans les plans P et passant
par les points A.

Application. Surfaces de Joachimsthal.

Rechercher les surfaces dont les lignes de courbure d’un systeme sont dans
des plans passant par une droite fize A.

Soit. S une surface répondant a la question; considérons les tangentes aux
lignes de courbure; ces tangentes D constituent une congruence, et comme les
lignes de courbure sont dans des plans passant par A, ces droites D rencontrent
la droite A; S est une des nappes de la surface focale ; les développables com-
prennent, d’'une part les plans des lignes de courbure, et d’autre part les cones
circonscrits & S par les différents points de A, dont les courbes de contact consti-
tuent un systéme conjugué du premier systéme de lignes de courbure, et par
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suite forment le deuxiéme systéme de lignes de courbure. Si nous considérons
ce deuxiéme systéeme de lignes de courbure, le cone circonscrit coupe la sur-
face S suivant un angle constamment nul; la courbe de contact, qui est une
ligne de courbure de S, est donc aussi une ligne de courbure du cone circonscrit,
d’apres le Théoréeme de Joachimsthal ; ¢’est donc une trajectoire orthogonale des
génératrices, donc l'intersection du cone avec une sphére ayant son centre au
sommet ; le deuxiéme systéme de lignes de courbure est donc constitué par des
courbes sphériques, et les sphéres correspondantes coupent orthogonalement la
surface S le long des lignes de courbure. La surface S est donc trajectoire ortho-
gonale d’une famille de sphéres ayant leurs centres sur A. Cette propriété est
caractéristique de la surface S; supposons en effet une famille de sphéres ayant
leurs centres sur A, et une surface S orthogonale a chacune de ces sphéres tout
le long de la courbe d’intersection ; I'intersection est une ligne de courbure de
la sphére, et comme ’angle d’intersection de S et de la sphére est constamment
droit, c’est une ligne de courbure de S. Si on joint le centre A de la sphére a
un point M de la ligne de courbure, cette droite est normale a la sphére, donc
tangente a la surface S, de sorte que la ligne de courbure est la courbe de contact
du coéne circonscrit a S par le point A.

Nous sommes ainsi conduits & rechercher les surfaces coupant & angle droit
une famille de sphéres. Considérons les lignes de courbure du premier systéme ;
chacune d’elles est tangente & la droite D correspondante, donc normale a la
sphére, et comme elle est dans un plan passant par A, elle est trajectoire ortho-
gonale pour le grand cercle section de la sphére par ce plan. Si donc on considére
les sections de toutes les sphéres de la famille par un méme plan passant par A,
la ligne de courbure située dans ce plan sera trajectoire orthogonale de la famille
de cercles obtenue. Si on considére un autre plan, la ligne de courbure dans ce
plan sera aussi trajectoire orthogonale de la famille de cercles. En rabattant le
deuxiéme plan sur le premier on aura une autre trajectoire orthogonale de la
méme famille de cercles. On considere donc une famille de cercles ayant leurs
centres sur A, on en détermine les trajectoires orthogonales, et on fait tourner
chacune de ces trajectoires orthogonales autour de A d’un angle qui lui corres-
ponde et qui varie d’une maniere continue quand on passe d’une trajectoire a la
trajectoire infiniment voisine. Le lieu des courbes ainsi obtenues est une surface
qui sera la surface S si la loi de rotation est convenablement choisie. Quelle que
soit d’ailleurs cette loi on obtient toujours une surface répondant a la question ;
cette surface sera en effet engendrée par des courbes qui couperont orthogona-
lement la famille de sphéres ayant pour grands cercles les cercles considérés, et
par conséquent la surface coupera a angle droit toutes ces sphéres tout le long
des courbes d’intersection.

Nous allons donc chercher les trajectoires orthogonales d’une famille de
cercles ayant leurs centres sur une droite A. Cherchons plus généralement les
trajectoires orthogonales d’une famille de cercles quelconque, que nous défini-
rons en donnant les coordonnées a,b du centre et le rayon R en fonction d’un
parameétre u. Considérons une trajectoire orthogonale rencontrant un des cercles
en un point M. Les coordonnées du point M sont, en fonction du paramétre u

(1) x =a-+ Rcosy, y=0b+ Rsingp,
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¢ étant une fonction de u convenablement choisie. Tout revient & déterminer
cette fonction de u de fagon que la courbe représentée par les équations (1) soit
normale & tous les cercles. La normale au cercle a pour paramétres directeurs
x —a,y —b; elle doit étre tangente a la courbe, donc

dx dy
) o

r—a y—2b

Or :

dx = da+ cospdR — Rsinpdy, dy = db+ sinpdR + Rcos pdp,
xr—a=Rcosp, y—0b=Rsingp.

L’équation (2) devient

da + cospdR — Rsinpdyp db+sinpdR + Rcospdp|

Rcos ¢ Rsin ¢ 0,
ou :
sinypda —cospdb — Rdp =0,
ou :
d ! v
(3) %z%singp—ﬁcosgo.
Si nous posons
tg 2 =w,
2
d’ou 54
w
dp = ——
¥ 1+ w2

I’équation différentielle devient

1 2dw 2w 1 —w?

- _ B
du 1+ w? 1—|—w2+ 1+ w?’

A, B étant fonctions de u; de sorte que I’équation est de la forme

dw B 9

C’est une équation de Riccati. Le rapport anharmonique de quatre solutions w
est constant. Or, si M est un point d’une trajectoire orthogonale, tgg est le

coefficient angulaire de la droite AM. Si on considére quatre trajectoires ortho-
gonales M, M’, M” M", les quatre valeurs de u correspondantes sont les coef-
ficients angulaires des quatre droites AM, AM’, AM” AM"” et le rapport an-
harmonique des quatre solutions u est le rapport anharmonique du faisceau
(A, M, M’, M"M"). Ce rapport est indépendant de la position du point A sur le
cercle. Il en résulte que quatre trajectoires orthogonales d’une famille de cercles
coupent tous les cercles de la famille suivant le méme rapport anharmonique.
Dans le cas particulier ot les cercles ont leurs centres sur une droite A, les
points M’, M” d’intersection du cercle avec A correspondent & deux trajectoires
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vy ()

X

M

M

orthogonales ; on a donc deux solutions de 1’équation de Riccati, et la détermi-
nation des trajectoires orthogonales se raméne & une quadrature. Pour définir
la famille, au lieu de se donner a, b, R en fonction d’'un parameétre, on peut se
donner une trajectoire orthogonale I', on aura alors trois solutions de 1’équation
de Riccati, et la solution la plus générale s’obtiendra en écrivant que son rapport
anharmonique avec les trois solutions connues est constant.

Supposons que (A) soit 'axe Oz, et donnons nous (I') par ses tangentes (T).
L’une d’elles a pour équations :

T = a-+ pcosu,
Yy = psinu,

a ¢tant une fonction de u. Pour déterminer le point de contact avec (I'), on a,
en différentiant :

da — psinudu + cosudp =0, pcosudu—+sinudp = 0,

d’ot, pour la valeur de p, c’est-a-dire du rayon R du cercle,
da
R =p=—sinu.
P du
Une trajectoire orthogonale quelconque est donc représentée par
(@) n da . da . )
r =a+ —sinu cos = —sinwu sin
du ()07 y du (107

@ étant lié & u par la constance du rapport anharmonique (M, M’, M"” M""), ce
qui donne simplement

(p u
5 te 2 =m tg -
(5) gy =migy

Si maintenant on fait tourner la courbe (4) d’un angle v autour de Oz, en
supposant m fonction de v, et posant
a=f(u),  m=g(v),

on obtiendra une trajectoire orthogonale quelconque de la famille de sphéres
ayant pour grands cercles les cercles considérés :

= f(u)+ f'(u)sinucos p,
(6) y = f'(u)sinusingcosv, (avec tg¥ = g(v)tgy)
z = f'(u)sinusinpsinv.

Et en considérant dans ces équations u et v comme des parameétres arbitraires,
elles représentent la surface de Joachimsthal la plus générale.
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Détermination des développables d’une congruence.

4. Nous avons vu que la détermination des développables d’une congruence
dépend de l'intégration d’une équation différentielle du premier ordre et du
deuxiéme degré. Cette intégration peut se simplifier dans certains cas.

On obtient les développables sans quadrature si la congruence admet deux
courbes focales, ou corrélativement deux développables focales. Dans le premier
cas, on obtient des cones, et dans le deuxiéme, des plans tangents, comme on
I’a vu précédemment.

Si on a une courbe focale, ou corrélativement une développable focale, on
a immédiatement une des familles de développables de la congruence; pour
avoir 'autre, on a a intégrer une équation différentielle du premier ordre et du
premier degré.

Cette équation a des propriétés particu-

(¢) liéres dans un cas corrélatif de lui-méme, cas

ot l'on a une courbe focale et une dévelop-

pable focale. Soit («) 'aréte de rebrousse-

ment de la développable focale (®) ; considé-

' D rons une génératrice quelconque C de cette

F développable ; les droites de la congruence
rencontrent la courbe focale (¢') et sont

(A) , dans les plans tangents a (®). Considérons
(a) (¥') un plan tangent a (®) qui rencontre (¢')
(P) en F'; toutes les droites du plan tangent

qui passent par F’ sont des droites de la
congruence. Considérons les développables de la congruence passant par une
de ces droites D; il y a d’abord le plan qui enveloppe la développable, et qui
admet pour courbe de contact la génératrice C. Les foyers de la droite D sont
F' sur (¢) et F sur C. La deuxiéme développable a pour aréte de rebroussement
une courbe (A) de (®) dont les tangentes vont rencontrer (¢). Le probléme re-
vient donc & trouver les courbes d’une développable (®) dont les tangentes vont
rencontrer une courbe (¢'). Nous allons chercher directement les développables
de la congruence, que nous définirons en partant de la courbe (¢’) et en asso-
ciant & chacun de ses points un certain plan dans lequel seront toutes les droites
de la congruence passant par ce point; la développable (®) sera ’enveloppe de
ce plan. Soit la courbe (¢')

v=f), y=gW), z=h)
pour définir un plan passant par un de ses points, il suffit de se donner deux
directions a(v), 5(v),v(v) et a1 (v), B1(v), 11 (v).

On a ainsi le plan contenant toutes les droites de la congruence ; les coeffi-
cients directeurs d’une telle droite sont alors :
a=oa+wa, b=QB+wh, E=rv+uwy.
L’équation aux développables
a b ¢
da db dc|=0
df dg dh
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devient ici

o+ woy B+ wh Y +wmn
dv /() g'() W (v) = 0.
(o +wa))dv+ ardw  (f'+wpy)dv+ frdw (7 4+ wyy) dv + ydw

Nous trouvons dv = 0,v = const. ce qui nous donne les plans des droites de la
congruence. L’autre solution s’obtiendra par l'intégration de ’équation :

a+wa; fHwph v+ wn a+woy fHwh v+ wn
dw I q n +dv 1 q n =0,
aq b1 ga! o +way B Hwp Y+ wy
équation de la forme
dw 9
— = Pw” 4+ Quw + R,
dv

P, Q, R étant fonctions de v seulement. C’est une équation de Riccati.

Cherchons dans quels cas on peut avoir des solutions particuliéres de cette
équation. Si la courbe (¢') est plane, si on coupe (®) par son plan, la section
est une courbe dont les tangentes rencontrent (¢'), c’est une courbe (A); on a
une solution particuliére, le probléme s’achéve au moyen de deux quadratures.
En particulier si (¢') est le cercle imaginaire a 'infini, on a & déterminer sur (P)
des courbes dont les tangentes rencontrent le cercle imaginaire a 'infini, ce sont
les courbes minima. La détermination des courbes minima d’une développable
se rameéne a4 deux quadratures.

Corrélativement, si (®) est un cone, considérons le cone de méme sommet et
qui a pour base (¢'); c’est une développable de le deuxiéme famille; on a une
solution particuliére, et le probléme s’achéve par deux quadratures.

Si (®) est un cone et (¢') une courbe plane, on a deux solutions particuliéres,
donc une seule quadrature.

Supposons encore que les plans P précédemment définis soient normaux a
la courbe (¢'). Nous avons la congruence des normales & la courbe (¢'), et la
recherche des développables conduira a celle des développées de (¢'). Le plan
normal a (¢’) en 'un de ses points F’ est perpendiculaire a la tangente F/T. Si
on consideére le cone isotrope J de sommet F’| le plan normal est le plan polaire
de la tangente par rapport & ce cone isotrope ; parmi les normales il y a donc les
deux génératrices de contact des plans tangents menés par la tangente au cone
isotrope. Soit G 1'une d’elles, on I'obtient algébriquement ; considérons la surface
réglée qu’elle engendre lorsque F’ décrit la courbe (¢'). Le plan asymptote, plan
tangent a l'infini sur G, est le plan tangent au cone isotrope J le long de G;
la surface réglée contient la courbe (¢'), et le plan tangent au point F’ est
le plan GF'T, qui est encore le plan tangent au cone isotrope le long de G.
Ce plan tangent est donc le méme tout le long de la génératrice G, et cette
droite engendre une surface développable. Ainsi les droites isotropes des plans
normaux o une courbe gauche décrivent deux développables et enveloppent deux
développées de la courbe gauche. Nous avons ainsi deux solutions particuliéres,
et la détermination des développées doit s’achever par une seule quadrature.

Effectivement, en supposant que w est l'arc s de (¢'), que a, 3,7 ; aq, B1, 71,
sont les cosinus directeurs a’, V', ¢ de la normale principale et a”,b”,¢” de la
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binormale, ’équation générale se réduit, en désignant par a, b, ¢ les cosinus di-
recteurs de la tangente,

dw

gy a + wa” b+ wb ¢+ wc
a b c
Cf/ bé/ C// +ds a a”’ 1 a b b’ 4 b c c’ n c - 0’
a c —— =t W= T - =tw=s —= - =t w=
R T T R T T R T T

c’est-a-dire

d
—dw + —8(1 +w?) =0,
T
ou enfin
; ds
w = —.
/T
On vérifie bien que 1'équation différentielle en w admet les deux solutions :

w = =i, qui correspondent aux développables isotropes.

est

Si on remarque de plus que la surface focale de la congruence des normales
la surface polaire de (¢’), c’est-a-~dire que les points de contact des normales

avec les développées sont sur la droite polaire, on retrouve tous les résultats
essentiels sur la détermination des développées.

29.

30.

31.

EXERCICES.

On considére la congruence des tangentes communes aux deux surfaces 22 + y? =
2az, £2 + y> = —2az. Déterminer les développables de cette congruence : étudier
leurs arétes de rebroussement, leurs courbes de contact, leurs traces sur le plan
z=0.

Si les deux multiplicités focales d’une congruence sont des développables isotropes
(congruence isotrope), toutes les surfaces réglées qui passent par une méme droite
de la congruence ont méme point central et méme paramétre de distribution. Le
plan perpendiculaire & chaque droite de la congruence méne a égale distance des
deux points focaux enveloppe une surface minima. On peut obtenir ainsi la surface
minima la plus générale.

On suppose que les droites D et D’ de deux congruences se correspondent de ma-
niére que deux droites correspondantes soient paralléles. Si alors les développables
des deux congruences se correspondent, les plans focaux de D sont paralléles & ceux
de D’ les droites A, A1, qui joignent les points focaux correspondants se coupent
en un point M ; le lieu de ce point admet A et Ay, pour tangentes conjuguées, et les
courbes conjuguées enveloppées par ces droites correspondent aux développables
des deux congruences.
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CONGRUENCES DE NORMALES.

Propriété caractéristique des congruences de normales.

1. Considérons une surface, les coordonnées d’un de ses points dépendent
de deux parameétres; ’ensemble des normales a cette surface dépend de deux
parameétres, et constitue une congruence. Pour obtenir les développables, il suffit
de considérer sur la surface les deux séries de lignes de courbure, puisque les
normales & une surface en tous les points d’une ligne de courbure engendrent
une surface développable. Le plan tangent a une développable passe par la nor-
male D et par la tangente a la ligne de courbure correspondante. C’est 'un des
plans focaux de la droite D. Ainsi les plans focaux sont les plans des sections
principales de la surface. Les plans focaux d’une congruence de normales sont
rectangulaires. 11 en résulte qu'une congruence quelconque ne peut pas en gé-
néral étre considérée comme formée des normales & une surface. Considérons
les deux lignes de courbure (), (7’) passant par un point M de la surface; a
la développable de () correspond une aréte de rebroussement (A) dont le plan
osculateur est le plan focal, le point de contact F de A et de la droite D est
un des points focaux. On peut considérer 'aréte de rebroussement (A) comme
étant 1’enveloppe de la droite D quand le point M se déplace sur la courbe (7);
le point F est alors I'un des centres de courbure principaux de la surface au
point M. Le plan focal associé est le deuxiéme plan de section principale FMT".
On aura de méme une deuxiéme aréte de rebroussement (A’) en considérant la
courbe (7).

On verra facilement que ces propriétés des centres
de courbure principaux et des plans de sections princi- D
pales subsistent, quelle que soit la nature des multipli-
cités focales de la congruence considérée. M T

Réciproque. Prenons une congruence constituée par v
les droites D T

= f(v,w) +ua(v,w),
y =9, w) +ublv,w),

z = h(v,w) + uc(v,w).

__F ,
Cherchons a quelles conditions on peut déterminer sur A
la droite D un point M dont le lieu soit une surface Ly

constamment normale & D. Il suffit que ’on puisse dé- \
terminer u en fonction de v, w de fagon que 'on ait

Zad:c =0,

Za(df+uda+adu) = 0.

ou

On peut supposer que a, b, ¢ soient les cosinus directeurs; alors > a? = 1, et
u représentera la distance du point P ou la droite rencontre le support, au
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point M. On a en méme temps Y ada = 0 et la condition précédente devient

du+ Y adf =0;

cette équation peut encore s’écrire

(1) —du:Zadf.

Elle exprime que Y adf est une différentielle totale exacte; or, on a

of of
Zadf:Za%dv—i-Zaa—wdw;

la condition est donc :

O, 0 0, O
ow a@v_ﬁv a@w’
o da Of da Of
a a
B Bv ~ 2= 3 Bu’
ou enfin :
da Of Oa Of\
@ Z(%%‘%%)—O-

Nous trouvons une condition unique. Or, nous avons trouvé précédemment
comme condition nécessaire I’orthogonalité des plans focaux. Nous sommes donc
conduits & comparer les deux conditions. Les coefficients A, B, C d’un plan focal
vérifient les relations

(3) Aa+Bb+ Cc =0,

of da dg 0b oh dc\

of da dg ob oh dc\

Eliminant u entre les deux derniéres équations, nous avons

of da
DA YA
(4) ov dv| _ 0.

of da
2 A5 LA

Les coefficients de direction des normales aux plans focaux sont définis par
(3), (4). Si nous considérons A, B, C comme coordonnées courantes, (3) repré-
sente un plan passant par l'origine, (4) un cone ayant pour sommet 'origine ; et
les génératrices d’intersection sont précisément les normales cherchées. Expri-
mons que ces deux droites sont rectangulaires; le plan (3) est perpendiculaire
a la droite (a,b,c), qui est sur le come (4), car on a, puisque > a*> = 1 et
Y ada=0 5 5
a a
a 5 0, a o 0;
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donc les deux normales sont perpendiculaires a la droite (a,b,c); si elles sont
rectangulaires, c’est que le cone (4) est capable d’un triédre trirectangle inscrit,
ce qui donne la condition

(Lo o),
ovow Owov)
ce qui est précisément la condition (2). De sorte que la condition nécessaire et
suffisante pour que la congruence soit une congruence de normales, ¢’est que les
plans focauz soient rectangulaires.
Supposons satisfaite la condition (2). Pour obtenir la surface normale &

toutes les droites de la congruence, il suffit de calculer v en fonction de v, w, ce
qui se fait par I'équation (1)

du = d®(v,w),

d’ou
u = ®(v,w) + const.

Il y a donc une infinité de surfaces répondant a la question; si un point M
décrit une surface (S) et un point M’ une surface (S’) répondant a la question,
on a u = PM, v/ = PM/, la distance MM’ sera une quantité constante. Les
surfaces (S),(S') sont appelées surfaces paralléles et une famille de surfaces
paralléles admet pour chaque normale mémes centres de courbure principaux et
meémes multiplicités focales; ces multiplicités focales constituent la développée
de I'une quelconque de ces surfaces.

Relations entre une surface et sa développée.

2. Considérons une nappe de la développée d’une surface (S). Supposons
d’abord que ce soit une surface (®). Considérons une droite D de la congruence
des normales a (S) ; cette droite est tangente en F a I’aréte de rebroussement (A)
qui appartient a (®); les plans focaux associés & D sont le plan osculateur
a (A) et le plan tangent a (®). Pour que la congruence soit une congruence
de normales, il faut et il suffit que le plan osculateur a (A) soit normal a (P),
donc que (A) soit une géodésique de (P). La congruence des normales a la
surface (S) est constituée par les tangentes a une famille de géodésiques de sa
développée (®). Et réciproquement les tangentes a une famille de ool géodésiques
d’une surface quelconque (®) constituent une congruence de normales. Soit M le
point ou la droite D coupe la surface (S); lorsque la droite D roule sur 'aréte
de rebroussement (A), le point M décrit une ligne de courbure () de (S). A
chaque point M de (S) correspond un point F de (®); il y a correspondance point
par point entre les deux surfaces; a la famille de lignes de courbure () de (S)
correspond une famille de géodésiques de (®). Voyons maintenant les courbes de
contact (c) de (®); considérons la tangente F6 a (c), c’est la caractéristique du
plan tangent & (®) lorsque le point M décrit () ; or, ce plan tangent a (®) est le
deuxiéme plan focal, c’est le plan perpendiculaire au plan FMT passant par FM,
c’est donc le plan normal & (+y) au point M. Donc F@ est la caractéristique du plan
normal & (), c’est la droite polaire de (7). Les courbes de contact de (P) sont
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les courbes tangentes aux droites polaires des différents points des courbes (7).
F6 étant dans le plan normal & () rencontre la tangente a la deuxiéme section
principale ; elle passe au centre de courbure géodésique de (7) sur (S).

Surface Canal.

Supposons que I'une des nappes de la développée se réduise a une courbe ().
La droite D rencontre (¢) en I'un des points focaux F. L’une des développables
passant par D est un cone de soumet F ; I'une des lignes de courbure () de (S)
passant par M est située sur un cone de sommet F. Or, () est constamment nor-
male a D, c’est donc une trajectoire orthogonale des génératrices du cone; c’est
I'intersection de ce cone avec une sphére de centre F. Cette sphére en chaque
point M a pour normale la droite D, elle est donc tangente a la surface (S) tout
le long de la courbe (7). A chaque point F de () correspond une sphére ayant
ce point pour centre et tangente a (S) tout le long de la ligne de courbure cor-
respondante. La surface (S) est l'enveloppe d’une famille de sphéres dépendant
d’un paramétre. Nous I'appellerons une surface canal. La réciproque est vraie,
comme on le verra plus loin. La courbe () est alors I'intersection d’une spheére
avec une spheére infiniment voisine ; ¢’est un cercle. Le cone F est de révolution,
I’axe de ce cone est la position limite de la ligne des centres, c’est la tangente Fu
a (). Considérons la tangente MT & () : MT tangente en un point du cercle
est orthogonale a Fu, Fu est donc dans le deuxiéme plan de section principale.
Les congruences considérées sont donc formées des génératrices de ool cones
de révolution, dont les axes sont tangents a la courbe lieu des sommets de ces
cones. Et réciproqguement toute congruence ainsi constituée est une congruence
de normales, car les plans focaux sont les plans tangents et les plans méridiens
de ces cones, et sont par conséquent rectangulaires.

Cyclide de Dupin.

Voyons si les deux nappes de la développée peuvent se réduire a deux courbes
(), (¢'). Les développables de la congruence sont les cones ayant leur sommet
sur I'une des courbes et passant par 'autre. Tous les cones F de révolution
doivent passer par la courbe (¢'). Cette courbe (¢') est telle qu'il passe par
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cette courbe une infinité de cones de révolution. De méme (¢); (), (¢') ne
peuvent donc étre que des biquadratiques gauches ou leurs éléments de décom-
position. Aucune de ces courbes ne peut étre une biquadratique gauche, sans
quoi par chacune d’elles il passerait quatre cones du deuxiéme degré seulement.
Voyons si 'une d’elles peut étre une cubique gauche; les cones du deuxieme
degré passant par (¢') ont leurs sommets sur (¢’) : les deux courbes (¢), (¢')
seraient confondues. Voyons donc s’il peut exister des cubiques gauches telles
que les cones du deuxiéme degré qui les contiennent soient de révolution. Un tel
cOne aurait pour axe la tangente Fu ; or, il contient cette tangente, donc il se dé-
compose. Donc ni (¢) ni (¢') ne peuvent étre des cubiques gauches. Supposons
donc que (¢') soit une conique ; le lieu des sommets des cones de révolution pas-
sant par cette conique est une autre conique, qui est dite focale de la premiére.
Il y a réciprocité entre ces coniques, et les cones de révolution ont pour axes les
tangentes aux focales. Donc les droites rencontrant deux coniques focales 'une
de l'autre constituent une congruence de normales. Les surfaces normales & ces
droites s’appellent Cyclides de Dupin. Leurs deux systémes de lignes de courbure
sont des cercles.

Supposons en particulier que (¢') soit un cercle ; alors
le lieu les sommets des cones de révolution passant par F
() est axe (¢) de ce cercle, et nous voyons que toutes les u
droites qui s’appuient sur (¢), (¢’) sont normales & une fa-
mille de surfaces. Ces surfaces sont des tores de révolution F’
autour de I'axe (¢), le lieu du centre du cercle méridien
étant le cercle (¢').

Supposons que (¢’) soit une droite, la surface est ’en-
veloppe d’une famille de sphéres ayant leurs centres sur
cette droite. C’est une surface de révolution autour de (¢); la premiére nappe
de la développée est la droite (¢'), la deuxiéme est engendrée par la rotation de
la développée de la méridienne principale ; pour que ce soit une courbe, il faut
que la développée soit un point, donc que la méridienne soit un cercle, et nous
retombons sur le cas du tore.

Cas singulier.

Cherchons enfin si les deux nappes de la développée peuvent étre confondues.
Alors les deux familles de lignes de courbure de la surface (S) sont confondues.
C’est le cas des surfaces réglées a génératrices isotropes. Les deux nappes se
réduisent a une seule courbe, comme on le verra au paragraphe suivant.

Etude des surfaces enveloppes de sphéres.

3. Nous avons été amenés dans ce qui précéde a considérer les surfaces enve-
loppes de sphéres. Nous allons maintenant étudier les réciproques des propriétés
précédentes.

Considérons une surface (S) enveloppe de oo! sphéres (3). Chaque sphére
coupe la sphére infiniment voisine suivant un cercle, et les normales a (S) en tous
les points de ce cercle passent par le centre de la spheére. Le lieu des centres des
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sphéres est une courbe rencontrée par les normales & (S), c’est une des nappes
de la développée. D’autre part, la sphére (X) étant tangente a la surface (S)
tout le long du cercle caractéristique, ce cercle est une ligne de courbure de la
surface (S), d’aprés le Théoréme de Joachimsthal. Les surfaces enveloppes de
spheres ont une famille de lignes de courbure circulaires. Réciproquement toute
surface ayant une famille de lignes de courbure circulaires est une enveloppe de
sphéres. Considérons une ligne de courbure circulaire (K) ; toute sphére passant
par (K) coupe la surface (S) sous un angle constant, d’aprés le Théoréme de
Joachimsthal. Or, il est possible de trouver une sphére passant par (K) et tan-
gente a (S) en I'un des points de ce cercle ; cette sphére sera alors tangente a (S)
en tous les points du cercle (K), et toute ligne de courbure circulaire est courbe
de contact d’une sphére avec la surface. La surface est ’enveloppe des sphéres
ainsi déterminées.

Soit une sphére de centre (a, b, ¢) et de rayon r, a, b, ¢, r étant fonctions d'un
méme parameétre. La sphére a pour équation

(x—a)?+ (y—0)>+ (2 —c)* —1r* =0
la caractéristique est en outre définie par 1’équation
(x —a)da+ (y—b)db+ (2 — ¢)dc+ rdr = 0;

On vérifie bien que c’est un cercle dont le plan est perpendiculaire & la direc-
tion da, db, dc, de la tangente au lieu des centres des sphéres.

Nous venons de considérer les surfaces dont une famille de lignes de courbure
est constituée par des cercles. Voyons si les deux familles de lignes de courbure
peuvent étre circulaires. La surface correspondante pourra étre considérée de
deux facons différentes comme ’enveloppe de co! sphéres. Les deux nappes de
la développée sont des courbes. Nous obtenons la Cyclide de Dupin, que nous
allons étudier a un point de vue nouveau.

Correspondance entre les droites et les sphéres.

Les droites et les sphéres sont des éléments géométriques dépendant de
quatre paramétres. Ce fait seul permet de prévoir qu’il y aura une espéce de
correspondance entre I’étude des systémes de droites et celle des systémes de
spheéres. Cette correspondance trouve son expression analytique dans une trans-
formation, due a Sophus Lie, et que nous exposerons plus tard. Mais nous la
verrons se manifester auparavant dans diverses questions. C’est ainsi que 1’on
peut considérer dans la géométrie des sphéres les enveloppes de oo! sphéres
comme correspondant aux surfaces réglées, lieux de oo! droites; la cyclide de
Dupin correspond alors aux surfaces doublement réglées, donc aux surfaces ré-
glées du deuxiéme degré. Nous allons voir ’analogie se développer dans ’étude
qui suit.

Soit (X) une spheére de la premiére famille, (X’) une sphére de la deuxiéme fa-
mille, () touche (S) suivant un cercle (K), ¥ touche (S) suivant un cercle (K').
La surface (S) étant engendrée par le cercle (¢) ou par le cercle (¢), il en ré-
sulte que ces deux cercles ont au moins un point commun M ; soient O, O’ les
centres des spheéres (X), (X'), OM et O’'M sont normales aux spheéres (X), (X')
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et par suite normales en M a la surface. Donc elles coincident, O, M, O’ sont
sur une méme droite; les spheres (), (X') sont tangentes en M. Une sphére de
l'une des familles est tangente a une sphére quelconque de lautre famille. (Deux
génératrices de systémes différents d’une quadrique se rencontrent).

Considérons trois sphéres fixes (2), (X1), (X2) d'une des familles. Elles sont
tangentes a toutes les sphéres de 'autre famille, et par suite la surface est
Uenveloppe des sphéres tangentes a trois spheres fizes. (Une quadrique est le lieu
d’une droite rencontrant trois droites fixes). Les trois sphéres (X), (21), (2) se
coupent en deux points qui peuvent étre considérés comme des sphéres de rayon
nul tangentes a (X),(31),(22); donc il y a deux sphéres de rayon nul dans
chaque famille de sphéres enveloppées par la cyclide. Les sphéres de l'autre
famille devant étre tangentes a ces deux sphéres de rayon nul passent par leurs
centres. Ces deux points sont sur le lieu des centres des sphéres, donc sur les
coniques focales; si donc nous considérons les deux coniques focales, les sphéres
d’une des familles ont leurs centres sur l'une des coniques et passent par deux
points fixes de 'autre, symétriques par rapport au plan de la premiére. Il est
alors facile, avec cette génération, de trouver ’équation de la cyclide.

Equation de la cyclide de Dupin.

1°. Supposons d’abord que 'une des coniques soit une ellipse, par exemple :
I’autre est une hyperbole. Prenons pour axes Oz, Oy les axes de 'ellipse, dont
I’équation dans son plan est :

2 2

2y
(E) St -1=0

L’hyperbole focale est dans le plan y = 0. Elle
a pour équations

x? 22

a2—b2_b_2_1:0'

(H)  y=0,
Un point w de lellipse (E) a pour coordonnées

T = acosy, y = bsin ¢, z = 0.

Soit sur 'hyperbole (H) le point fixe A de co-

ordonnées
5
2 2
o 1o =20 zy=2b —1].
9 9 0 a2 B b2

L’équation d’une sphére ¥ ayant pour centre w et passant par le point A sera

. 3 l’2
(x—acosg)?+(y—bsinp)*+ 22 = (29 —acos p)* +b? sin® o+ b? (a2 —Ob2 — 1> ;

ou
2
)

a2 — b2

22 4y + 22 —2a$cosgp—2bysingpzx3+b2 —? — 2axg cos g,
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ou )
a“ry

2a(x — x0) cos @ + 2bysinp = 2 +y* + 22 +b? — 2

en posant comme d’habitude
A =a* -1
L’équation de la spheére est de la forme
Acosp+ Bsinp = C,

la condition pour qu’il y ait une racine double, c¢’est-a-dire, I’équation de I'en-
veloppe, est

A%+ B? = C2

Donc la cyclide a pour équation :

a2\’
4a®(z — x0)* + 4b° 2:<x2+y2+22+b2——20> :
c

2°. Supposons maintenant qu’'une des coniques soit une parabole. L’autre
est aussi une parabole. Prenons les axes ordinaires, nous avons pour équations
des deux coniques
(P) z2 =0, y? = 2px,
2, .2 2
, T4 =(r-p)

Le centre C de la sphére sur la parabole P a
pour coordonnées

T = 2p\?, Yy = 2pA, z=0.

Le point fixe A sur la parabole P’ a pour coor-
données

Zo, Yo = 07 2(2) = (LZ'O _p)2 - :E(Q)

L’équation de la sphére est
(= 2022 + (y — 2pA) 2 + 22 = (w9 — 2pAH)? + 4p* N2 + (w0 — p)* — 27,

ou
? +y? 4+ 2% — (zg — p)® — dpAy — dp(x — 20)\* =0,

et I’équation de I’enveloppe, c’est-a-dire de la cyclide, est
(2% +y? + 22 — (x0 — p)?] (x — x0) + py* = 0.

L’ordre de la surface, qui est on général 4, s’abaisse ici a 3.
) )
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Surface canal isotrope.

Parmi les surfaces réglées, nous avons considéré les surfaces développables,
ol chaque génératrice rencontre la génératrice infiniment voisine. Le cas corres-
pondant pour les enveloppes de sphéres sera celui ot chaque sphére est tangente
a la sphére infiniment voisine. Pour qu’il en soit ainsi, il faut que le plan radical
des deux sphéres leur soit tangent. Prenons la sphére

(1) (z—a)+@y—0b*+(z—c)—r*=0.
Le plan radical de cette sphére et de la sphére infiniment voisine est
(2) (x —a)da+ (y —b)db+ (z — ¢)dc+ rdr = 0

pour qu’il soit tangent & la sphére (1) il faut et il suffit que sa distance au
centre (a, b, c) soit égale & £r, donc que l'on ait

rdr 4
Vda? + db? + dc? ’
ou
(3) da® + db* + dc® = dr”.

Donc r n’est autre que 'arc S de la courbe (c¢) lieu

des centres des sphéres, cet arc étant compté a par- (r)
tir d’une origine arbitraire. Cherchons le point de

contact de la sphére avec la sphére infiniment voi-

sine. Les coordonnées satisfont aux équations

r—a y—b_z—c_—rdr__L__i.
da  db  de  dr2  dr  ds’ (0)
d’ou J
x:a—s—a:a—sa, y=b—s8, z=c— 97,
ds

a, 3, étant les cosinus directeurs de la tangente. On obtient ainsi le point I, qui
décrit une développante () de la courbe (¢). L’intersection d’une sphére avec
la sphére infiniment voisine n’est autre que l'intersection de cette sphére avec
un de ses plans tangents : c’est un couple de droites isotropes se coupant au
point 1. L’enveloppe se compose de deux surfaces réglées a génératrices isotropes.
Nous l’appellerons une surface canal isotrope. Réciproquement une surface réglée
a génératrices isotropes est une nappe d’une enveloppe de sphéres. Considérons
en effet une génératrice D et le cercle de I'infini. Par la génératrice isotrope D
passent une infinité de sphéres; ces sphéres contiennent la droite D et le cercle
imaginaire a l'infini, ce qui donné sept conditions; elles dépendent de deux
paramétres arbitraires. Nous pouvons faire en sorte que la sphére soit tangente
a la surface considérée (S) en deux points a distance finie de la droite D ; la sphére
est alors déterminée ; mais de plus elle est tangente a la surface (S) au point a
'infini sur D, donc elle se raccorde avec (S) tout le long de la génératrice D. La
surface (S) fera partie de I’enveloppe de ces sphéres.
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Sur une telle surface, les deux systémes de lignes de courbure sont confondus
avec les génératrices isotropes, les deux nappes de la développée sont confon-
dues avec la courbe (C). La courbe (7) joue ici un role analogue & l'aréte de
rebroussement des surfaces développables. En effet, pour une développable, il y
a un élément de contact (point de l'aréte de rebroussement et plan osculateur
en ce point) commun & une génératrice et a la génératrice infiniment voisine. Ici,
c’est I’élément de contact constitué par le point I et le plan tangent a la sphére
en ce point, plan normal & lw, qui est commun & la sphére () et a la sphére
infiniment voisine. Le point I est un ombilic de la surface (S). La ligne (r) en est
une ligne double, c¢’est un lieu d’ombilics. Nous 'appellerons la ligne ombilicale
de la surface canal isotrope.

Lignes de courbure et lignes asymptotiques.

4. Considérons une surface (Sp) et une ligne asymptotique. Les tangentes
en chacun des points de cette ligne engendrent une développable, et 1’élément de
contact commun a une génératrice et a la génératrice infiniment voisine, com-
prenant un point de la ligne et le plan osculateur, qui est tangent a (Sp), est un
¢lément de contact de (Sp). Considérons maintenant une ligne de courbure (I) :
la normale en chaque point engendre une développable. Soit (¢) 'aréte de re-
broussement ; OI est égal a I'arc de (c¢) ; si donc nous considérons les sphéres de
centres O et de rayons OI, chacune de ces sphéres touche la sphére infiniment
voisine, et I’élément de contact (I, P) commun a ces deux sphéres est un élément
de contact de la surface (Sp).

Appelons sphére de courbure de (Sy) toute sphére
ayant pour centre un centre de courbure principale et
pour rayon le rayon de courbure principal correspon-
dant. Et nous pourrons dire :

Les spheres de courbure de (So) qui correspondent
a une méme ligne de courbure (I'), enveloppent une
surface canal isotrope, ayant (I') pour ligne ombilicale.

Réciproquement, si une surface canal isotrope (S)
est circonscrite a la surface (Sp) le long de sa ligne
ombilicale, celle-ci étant ligne de courbure pour (S) sera
ligne de courbure pour (Sy), d’aprés le théoréme de Joachimsthal.

Les choses s’énoncent d’'une maniére plus nette en substituant & la notion
de courbe la notion de bande. Une bande sera, par définition, formée de oco! élé-
ments de contact appartenant a une méme multiplicité : le lieu des points (de ces
éléments de contact) sera une courbe, et les plans (de ces éléments de contact)
seront tangents a la courbe aux points correspondants. Une bande appartenant
a une surface sera formée des points d’une courbe tracée sur la surface, associés
aux plans tangents a la surface en ces points. On appellera bande de rebrous-
sement d’une surface développable le lieu des éléments de contact communs &
chaque génératrice et & la génératrice infiniment voisine. Et on appellera bande
ombilicale d’'une surface canal isotrope le lieu des éléments de contact communs
a chacune des sphéres inscrites a la surface et a la sphére infiniment voisine.

Appelant de méme bandes asymptotiques, bandes de courbure les lieux des
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éléments de contact d’une surface appartenant aux lignes asymptotiques ou aux
lignes de courbure de cette surface, on concluera :

Une bande asymptotique d’une surface est la bande de rebroussement d’une
développable ; une bande de courbure d’une surface est la bande ombilicale
d’une surface canal isotrope. Et réciproquement : toute bande de rebroussement
(d’une développable), qui appartient a une surface (Sy), est bande asymptotique
de (Sp) ; toute bande ombilicale (d’une surface canal isotrope), qui appartient a
une surface (Sp), est bande de courbure pour (Sp).

On voit ainsi, qu’au point de vue de la correspondance entre droites et
spheéres, les lignes asymptotiques correspondent aux lignes de courbure.

Bandes asymptotiques et bandes de courbure.

Remarque 1. Sur chaque élément de contact (M, P) d’une bande, il y a deux
éléments linéaires a considérer. (Un élément linéaire étant formé d’un point et
d’une droite passant par ce point). C’est [’élément linéaire tangent formé du

/ J(P)
/ M )

point M de I’élément et de la tangente (T) a la courbe qui sert de support a la
bande, qu’on peut appeler simplement la courbe de la bande ; et ’élément linéaire
caractéristique formé du point M et de la caractéristique (K) du plan (P), c’est-a-
dire de la génératrice rectiligne de la développable enveloppée par les plans (P),
ou développable de la bande. Ces deux éléments linéaires sont corrélatifs, au
point de vue de la dualité ; une bande est corrélative d’une bande.

Dans une bande asymptotique, (T) et (K) sont confondues dans une bande de
courbure, (T) et (K) sont rectangulaires ; ces termes ont donc un sens par eux-
mémes, sans supposer une surface (Sy) a laquelle appartienne la bande considé-
rée. Si la bande de rebroussement est donnée, la développable correspondante est
la développable de la bande. Si la bande de courbure est donnée, sa courbe ()
est ligne de courbure de la développable de la bande ; et la surface canal isotrope
dont la bande ombilicale se confond avec cette bande de courbure est I’enveloppe
des spheéres de courbure de la développable, construites aux divers points M. Les
mots bande ombilicale, bande de courbure sont donc équivalents ; de méme que
ceux de bande asymptotique et bande de rebroussement.

Remarquons encore que, si I'on se donne une bande de courbure, la sphére
de courbure qui correspond a un élément de contact (M, P) de la bande est
définie par la condition d’admettre (M, P) pour un de ses éléments de contact
et d’avoir son centre sur la droite polaire de la courbe () lieu des points M
(Voir N° 2 et N° 3). Cette seconde condition exprime que la sphére a avec (y) un
contact du second ordre; de méme que dans une bande asymptotique chaque
plan (P) est osculateur a (). C’est donc une nouvelle analogie entre les bandes
de courbure et les bandes asymptotiques.
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Lignes de courbure des enveloppes de sphéres.

5. Nous connaissons déja une des familles de lignes de courbure, celle consti-
tuée par les caractéristiques des sphéres. Déterminons la deuxiéme famille. Soit
(c) le lieu des centres des sphéres. Exprimons ses coordonnées en fonction de
l'arc (S); I'une des spheéres de centre w rencontre la sphére infiniment voisine
suivant un cercle (K) dont le plan est normal a la tangente wT. Introduisons
le triedre de Serret au point w de la courbe (c), et définissons par rapport a ce
triedre les coordonnées d'un point M de la surface, c’est-a-dire du cercle (K).
Appelons 6 'angle de wM avec wT, cet angle est le méme pour tous les points du
cercle (K). Projetons M en P sur le plan normal, et soit ¢ 'angle de wP avec wN.
Les coordonnées de M par rapport au triedre de Serret sont, en appelant r le
rayon de la sphére,

(1) & =rcosb, n = rsinf cos @, ¢ = rsinfsin .

Par rapport a un systéme d’axes quelconques, ces coordonnées sont, en appelant
x,y, z les coordonnées de w

(2) X=z+al+adn+d'(, Y=y+b{+tn+b"¢, Z=z+c+n+"¢

r, 6 sont fonctions de S; les paramétres

B(a", V", ") variables sont s et . Ecrivons que
(K) est le cercle caractéristique, nous
avons

Z(X—x)2 —r? =0,

dr
a(X—z)+r—=0.
DX —x)+ro
En supposant que le triedre de coordon-
nées coincide avec le triédre de Serret,
cette équation devient :

dr
hi—!
&+ Tds ,
c’est-a-dire : p
rcosf + r 0,
ds
ou
dr
0 = ——.
(3) cos P

0 est ainsi défini en fonction de S.

Une surface enveloppe de sphéres est engendrée par des cercles; c’est une
surface cerclée. Inversement, on peut chercher si une surface cerclée est une
enveloppe de sphéres. Le calcul précédent montre que, pour qu’il en soit ainsi, il
faut que les axes des cercles engendrent une surface développable, et on outre,
que 'on ait la condition (3).
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Cherchons les lignes de courbure. Ce sont les trajectoires orthogonales des
cercles (K) définis par S = const. La tangente & une ligne quelconque passant
par M a pour coefficients directeurs

dX =ad +§a—,d + _a_a d +Cﬁld +adé+ad dnp+a"d¢
=ads+Epds+n|{—p—F .. Jds+(zds+a a’ dn :
dY =bd +§b,d + LA d +ng +bdé + 0 dn +b"d¢
=bds gAstunl-g—7g - )ds T ds n :
c c d
dZ:cdS+§§ds+n(—P—{—T—...)ds—l—g“fds—i—cdf—i—c’dn—l—c”d(.

En prenant de nouveau le triédre de Serret pour triédre de coordonnées, ces
coefficients directeurs deviennent :
n) £, ¢ U
1—= =+ = |ds+d ——ds + d(.
( R ds + dg, (R+T> s +dn, Tds + ¢

Pour la tangente au cercle (K), on a ds = 0, et les coefficients directeurs sont :
o0& =0, On = —rsinfsin p dy, OC = rsinfcos o dp.
La condition qui définit les trajectoires orthogonales des cercles (K) est donc
— {(é + £) ds + dn} sin ¢ + [—st + dC} cosp = 0.
R T T

Telle est I’équation différentielle des lignes de courbure. On peut I’écrire

0 d
_rees dssingo—%(Csingp—i—ncowp)—dnsingp—i—dCcosw:O,
0 in6
IO s singo—rsm ds — sin ¢ [d(rsin ) cosp — rsin6 sin dy]
+ cos p[d(rsinf) sing + rsinf cospdyp| =0,
0 in 6
_rem dssingp—Tsm ds +rsinfdy =0,
ou
deo 1 +cotg9 sin
ds T R ’
équation de la forme
dy )
—— = Asinp + .
ds

Si on prend comme fonction inconnue tg £, on est ramené a une équation de
Riccati. Mais I'angle ¢ est I’angle du rayon IM avec un rayon fixe. Donc quatre
lignes de courbure du deuxiéme systéme coupent les cercles caractéristiques en
quatre points dont le rapport anharmonique est constant. Nouvelle analogie avec
les lignes asymptotiques d’une surface réglée.

On a les simplifications connues si on a a priori une solution de 1’équation.
Ainsi si on considére I'enveloppe de sphéres () ayant leurs centres dans un
plan, tous les cercles caractéristiques sont orthogonaux & la section de la surface
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par ce plan, qui est alors une ligne de courbure. La détermination des lignes de
courbure se rameéne dans ce cas a deux quadratures.

Remarque. Plus généralement, la détermination des trajectoires orthogo-
nales d’une famille de oo! cercles dépend de D'intégration d’une équation de
Riccati. D’ou des conclusions analogues aux précédentes.

Cas ou1 une des nappes de la développée est une développable.

6. Nous venons de considérer le cas ou une des nappes de la développée
d’une surface est une courbe. Corrélativement, considérons maintenant le cas ou
une des nappes de la développée est une surface développable. Alors les plans
tangents a cette développable constituent une des familles de développables de
la congruence; un tel plan P coupe la surface suivant une courbe normale a
toutes les droites de la congruence situées dans ce plan et qui sera une ligne
de courbure. En tout point de cette ligne, la normale a la surface est dans le
plan P. Donc le plan P coupe orthogonalement la surface (S) tout le long de la
ligne de courbure.

Réciproquement, si une surface coupe ortho-
gonalement une famille de plans, ses sections par
/ ces plans sont des lignes de courbure, d’apres le
Théoréme de Joachimsthal, et ces plans, consti-
_ = tuant une des familles de développables de la
congruence des normales, enveloppent une déve-
\ . 2 2
U loppable, qui est une des nappes de la développée
de la surface.
Considérons la deuxiéme ligne de courbure
p passant par un point M ; sa tangente MU est per-
pendiculaire a la tangente MT a la premiére ligne
de courbure et a la normale MN & la surface; ces deux droites étant dans le
plan P, MU est perpendiculaire au plan P. Les lignes de courbure de la deuxiéme
famille sont trajectoires orthogonales des plans P.

Considérons une de ces trajectoires orthogonales (K); les plans P sont nor-
maux a la courbe (K) : 'une des nappes de la développée, celle qui est une
développable, est ainsi I’enveloppe des plans normaux, ou la surface polaire de
la courbe (K). Toutes les lignes de courbure (K) non planes ont donc méme sur-
face polaire, qui est l’enveloppe des plans des lignes de courbure planes. L’aréte
de rebroussement de cette surface est le lieu des centres des spheéres osculatrices
a la courbe (K). La ligne (K) étant une ligne de courbure, les normales a la sur-
face en tous les points de (K) forment une développable, et par suite enveloppent
une développée de la courbe (K), qui est une géodésique de sa surface polaire. Si
donc on part des plans P, pour avoir les courbes (K) on est ramené a la recherche
des géodésiques d’'une surface développable, ce qui se réduit a des quadratures;
et comme la surface cherchée peut étre considérée comme engendrée par les
courbes (K) on voit qu’on obtiendra cette surface par des quadratures.

Partons des plans P, et cherchons leurs trajectoires orthogonales. Considé-
rons l'aréte de rebroussement (A) de I'enveloppe des plans P, et introduisons le
triedre de Serret en chaque point w de cette courbe, soit (w.£n (). Le plan P est
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le plan osculateur {wn, et nous voulons chercher dans ce plan un point M(§, n)
dont le lieu soit normal & P. Les coordonnées de M sont

X =ux+al+an, Y =y + b+ Un, Z=z+cE+n,

la direction de la tangente au lieu du point M est définie par

"

/
dxzuuk+§%ds—n(%+ﬁ%)d&+m%+awm

74 b b
dY =bd —ds — — 4+ —|d bd b d
s—i—fRs U(R+T> s +bdé + b dn,

d c
dZ = cds +§§ds—77(§+?) ds + cdé + ¢ dn,

expressions de la forme
dX =Aa+Bd +Cd”, dY =Ab+Bb +CV', dZ=Ac+Bd +C".

Ecrivons que cette direction est normale au plan £wn, c’est-a-dire paralléle
a la binormale (a”,b”,¢"). Nous avons A = B =0, ou

@—%@+%:a %@+m:m

ou
s _n _ S
ds R ds R’
&, m sont donnés par deux équations différentielles du premier ordre. Il en résulte
que par chaque point du plan P passe une trajectoire orthogonale et une seule.
Il existe ainsi une correspondance point par point entre les divers plans P, les
points correspondants étant sur une méme trajectoire orthogonale.
Considérons dans un plan P deux points
M, N ; et soit D la droite MN ; lorsque le plan P
varie, la droite D engendre une surface réglée
sur laquelle les lieux des points M et N sont
trajectoires orthogonales des génératrices; or,
les trajectoires orthogonales interceptent sur
les génératrices des segments égaux; il en ré-
sulte que si I'on considére deux positions P, P/,
et les positions MN, M'N’ correspondantes, on
a MN = M’'N’. La correspondance entre les
plans P transforme une courbe du plan P en
une courbe égale. En particulier, les plans P
contenant les lignes de courbure planes, toutes ces lignes de courbure planes
sont égales. La surface (S) est donc engendrée par le mouvement d’une courbe
plane de forme invariable. Pour la définir, il suffit de connaitre le mouvement
de son plan P.
Pour cela, reprenons les équations

d _ <.

d
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et intégrons-les. Considérons d’abord les équations sans deuxiéme membre

d§ dn
R—=—-n=0 R— =0.
ds ’ ds +¢
Posons
R 1
ds dy’
d’ou
ds
2 dp = —;
(2) P =g
les équations deviennent
d& B dn B

équations linéaires sans deuxiéme membre a coefficients constants, dont la so-
lution générale est

(3) £ =Acosy + Bsing, n = —Asinp + Bcos p.

Passons alors au systéme avec deuxiéme membre

@« _ dn_ ¢
dp " e T

(4)

Considérons dans (3) AB comme des fonctions de ¢, et cherchons a satisfaire
au systéme (4). Nous avons

3 dA aB

dp = n—l—%cosgo—i—%singo = n—R,
d dA dB
£ = —é- — %singo +%COSQO: —57
d’ou
dA N dB . R dA | N dB 0
— CO0S —sinp = — ——sin —cos p = 0;
don dA dB
% = —Rcos p, % = —Rsin ¢;
ou, en réintroduisant s d’apres la formule (2),
dA aBs
7. = oSy, 7, = —sing:
et
A:—/cosgpds, B:—/singods.
Posons
o :/Cosgods, Yo = /singods;
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alors
A = —xy, B = —yo.

Nous avons donc une solution particuliére

§ = —xoCosp — Yosing, 1 = Xo Sin ¢ — Yo COS ;

et la solution générale est, x1,y; désignant deux constantes arbitraires,

()

E= (x1—mo)cosp+ (y1 — yo) sin g,
n=—(xr1 —x0)siny + (y1 — yo) cos ¢.

Nous avons trois quadratures a effectuer. Interprétons géométriquement ces ré-
sultats :
Les formules précédentes, résolues en x1,y;, donnent

(6) x1 =29+ Ecosp —nsing, Yy =y + £sin + ncos .

Prenons dans le plan P deux axes fixes
0171, 07y1, et construisons par rapport a ces n
axes la courbe (R) lieu du point (z¢,yo). La
courbe (R) est la courbe du plan P qui a
méme rayon de courbure que 'aréte de re-
broussement (A). Pour chaque valeur de s, /
le point (xg, %) occupa une position w sur
la courbe (R), et ¢ est l'angle de la tan-
gente & R en w avec 0x;. Considérons un
systéme d’axes wén, ou 'axe w¢ est la tan-
gente a (R) correspondant au sens dans le-
quel se déplace w; ¢ est 'angle de w& avec Oqx1; &, n fonctions de s, sont les
coordonnées d’un point M fixe par rapport au systéme x,07y;, prises par rap-
port aux axes Ewn, et x1,y; sont les coordonnées de ce méme point par rapport
aux axes x107y;. Pour avoir la trajectoire orthogonale, il suffit de porter le
plan P dans l'espace, sur le plan osculateur a la courbe (A), w¢ et wn coinci-
dant respectivement avec w¢ et wn; dans ce mouvement, les courbes (R) et (A)
coincideront successivement en tous leurs points; les rayons de courbure étant
les mémes en grandeur et en signe, les centres de courbure seront confondus. Si
S varie, la courbe (R) va rouler sur la courbe (A), et un point quelconque M
invariablement lié¢ & la courbe (R) décrira la trajectoire orthogonale. Le mou-
vement du plan P s’obtiendra donc en faisant rouler la courbe plane (R) sur la
courbe (A) de fagon que le plan P coincide a chaque instant avec le plan oscula-
teur a la courbe (A). On peut dire que le plan P roule sur la développable qu’il
enveloppe, comme nous allons I'expliquer.

Considérons I'aréte de rebroussement (A) et une tangente wé ; pour dévelop-
per cette courbe sur un plan, il faut construire la courbe plane dont le rayon de
courbure en chaque point ait méme expression en fonction de ’arc que celui de
la courbe (A), c’est précisément la courbe (R). La position d’un point P sur la
développable est définie par 'arc S, qui fixe le point w sur (A) et par le segment
wP = u. Le point P’ qui correspond a P dans le développement est déterminé

O,
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par les mémes valeurs de s, u. Les génératrices de la développable viennent se
développer suivant les tangentes a la courbe (R). Considérons une courbe (I)
sur la développable, et la courbe correspondante (I';) dans le plan : les arcs
homologues sur ces deux courbes sont égaux, de sorte que toute courbe tracée
sur le plan roule sur la courbe correspondante de la développable. On peut ima-
giner que l'on ait enroulé sur la développable une feuille plane déformable ; le
mouvement du plan P consistera alors a dérouler cette feuille de facon qu’elle
reste constamment tendue. Un point quelconque de la feuille décrira une trajec-
toire orthogonale des plans tangents a la développable. Nous obtenons ainsi en
quelque sorte la surface développante d’une développable par la généralisation
du procédé qui donne les développantes d’une courbe plane.
Nous pouvons enfin examiner le mouvement du plan P au point de vue
cinématique. Nous avons
dX a”’ dy b dzZ '

7R A P L Py 0
et par suite les projections de la vitesse sur les axes {nC invariablement liés au
plan P sont

dX Y

dZ 1
_:O V — i //__
ads ’ K “ ds

Ve = — _ =
¢ ads

0, VC = T77

Le mouvement instantané du plan P est une rotation autour de w¢ tangente

1
a (A), la rotation instantanée étant T Le plan osculateur P roule sur la

courbe (A) en tournant autour de la tangente avec une vitesse de rotation égale
1

a—=.

La surface (S) engendrée par le mouvement précédent est une surface mou-
lure, ou surface de Monge. Considérons dans le plan P une courbe (c) invaria-
blement liée au systéme d’axes wén et sa développée (K). La deuxiéme nappe
de la surface focale sera engendrée par cette développée (K) dans le mouvement
du plan P. C’est une surface moulure. Ainsi une des nappes de la développée
d’une surface moulure est une développable, [’autre est une surface moulure.

Cas particuliers.

Examinons le cas particulier ot la développable enveloppe du plan P est un
cylindre ou un cone.
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1°. Si le plan P enveloppe un cylindre, les tangentes aux trajectoires or-
thogonales sont paralléles aux plans de section droite, les trajectoires sont les
développantes des sections droites; ce sont des lignes planes; les deux systéemes
de lignes de courbure de la surface sont des courbes planes. Le plan P roule sur
le cylindre de fagcon que son intersection avec le plan d’une section droite roule
sur cette section droite. On peut encore engendrer la surface en considérant
dans un plan une famille de courbes paralléles (qui sont ici les développantes
de la section droite du cylindre), et en déplagant chacune de ces courbes d’un
mouvement de translation perpendiculaire au plan.

2°. Si le plan P enveloppe un cone de sommet A, considérons une trajectoire
orthogonale rencontrant le plan P en M, la tangente en M est perpendiculaire
a AM, donc la trajectoire orthogonale est une courbe tracée sur une sphére de
centre A. Coupons alors le cone par une sphére de centre A et de rayon R,
soit (¢) I'intersection, et considérons dans le plan P le cercle (S) de centre A et
de rayon R. Le plan F roule sur le cone de fagon que le cercle (S) roule sur la
courbe (c).

Autres hypothéses.

Cherchons maintenant si les deux nappes de la développée d'une surface
peuvent étre des développables. La surface est alors surface moulure de deux
maniéres ; les deux systémes de lignes de courbure sont des courbes planes. Les
trajectoires orthogonales des plans P, qui enveloppent 1'une des nappes de la
développée, constituant un des systémes de lignes de courbure, doivent étre
planes. Soit P’ le plan de I'une d’elles. Les plans P sont tous normaux a une
courbe située dans P’; ils sont donc tous perpendiculaires & P’. Si donc les
plans P ne sont pas paralléles, les plans P’ le sont tous; les plans P enveloppent
un cylindre, et les plans P’ sont perpendiculaires aux génératrices de ce cylindre,
ainsi que les normales a la surface ; le profil situé dans un plan P et qui engendre
la surface moulure est une paralléle aux génératrices du cylindre. Les surfaces
obtenues sont donc des cylindres; la seconde nappe de la développée est une
droite rejetée a 'infini.

Si les plans P sont paralléles, on arrive & la méme conclusion, car les plans P’
enveloppent un cylindre.

Le cas supposé est donc impossible.

Supposons qu’une des nappes de la développée soit une développable, I'autre
étant une courbe. La surface est une surface moulure qui s’obtient par le mouve-
ment d’un profil situé dans le plan P qui enveloppe la développable. La deuxiéme
nappe de la développée est engendrée dans ce mouvement par la développée du
profil ; pour que ce soit une courbe, il faut que la développée du profil soit un
point, donc que ce profil soit un cercle ; imaginons alors la sphére qui a ce profil
pour grand cercle; elle est inscrite dans la surface ; la surface est une enveloppe
de sphéres de rayon constant. C’est une surface canal.

Réciproquement toute enveloppe d’une famille de spheéres égales satisfait a la
condition précédente. Soit la sphére

Z(x—a)2 — 7?2 =0,
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la caractéristique a pour deuxiéme équation

Z(x —a)da = 0.

C’est un grand cercle de la sphére; les normales a la surface enveloppe sont
dans le plan de ce cercle. L’'une des nappes de la développée sera 'enveloppe

des
du

plans de ce cercle. Si nous considérons le lieu du centre de la sphére, le plan
grand cercle lui est constamment normal; la surface est engendrée par un

cercle de rayon constant dont le centre décrit une courbe, et dont le plan reste
constamment normal a cette courbe.

Enfin comme cas singulier, nous avons encore celui ot I'une des nappes de

la développée est une droite. La surface est alors de révolution autour de cette
droite.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

EXERCICES.

Etudier la congruence formée des droites tangentes & une sphére et normales a
une méme surface; étudier les surfaces normales & ces droites, et leurs lignes de
courbure.

Etudier la congruence formée des droites normales & une surface dont une famille
de lignes de courbure est située sur des sphéres concentriques.

Montrer que les surfaces moulures, dans le cas ot I’'une des nappes de la développée
est un cylindre ou un cdne, peuvent étre définies par le mouvement d’un profil plan,
de forme invariable, dont le plan reste constamment normal & un cylindre ou & un
cone. Préciser le mouvement de ce profil. Chercher si ’on peut dire quelque chose
d’analogue pour les surfaces moulures générales.

Montrer que les droites tangentes & deux quadriques homofocales constituent une
congruence de normales. Si on fait réfléchir toutes ces droites, considéré