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 ������� !��� � �������������
�� ����� �� "��� #��� $
 � �� � ����� ������������ ��� ����� �� ����� ���������� �
 �
������ ���� � �� � ����� ��� ������������ �������	����� �� ��� ������ �� ���� ����
��������� ��� ��	� �������	��� 
�������� �� ����� ��� �� %������ & ��� �� ��� ��
� �� ��� �������	���� ������ ��� ���������� ���	��� �� ��� ������
��� ����	� �
 	������� ��������� ���� �� '���	���( �� ��� ���� �
 � ��� �


���������� ������� �� "��� #��� �� ��� ������������ ���� �� �� ��
���� �� �����
��� ���������� ���	��� �� ����� ��� 	����� 
�� ������������ ��������� ��� ����������

������� ����� ��	������� ��������
$� ����� ������ �� ������ ������	� �� ��� ����� ���� �������� ���) ��� ���������

���� ����� ������ ��	������� �� ��� ��������� ������ ��� ������ ��	������ ���	�� ��
���� ����� ��� ����� ������� �� �� *��� ������ �
 ������ ��� ������ �� ��� �������
$� ��� �����		������� ��������� ��� ����� �������	��� ����	�������� ������ � ������

�� ��� �����	
�������� ��������� �� �� ��� �������� �� ���� �������� ��� ��������� ����*����
���� 
����� ��	������ �
 ������ �� �
 ��� ��������� ������ ��� �� �� ���������+��� ����
��� ��������� �,������ �� ��� �����	��� �
 ��� �����		����� ����������
��� ����� ����  � ��� ������� ������� �� ���� ������� ��	����� 	��� ������

���� ���� �� ��� �������� ��� ���� ������������ �������� ���������� ��� ���� �����
�������� 
�������� ��� ������� 
��	������� �
 %������ ��

��� ������ 
��	�
��	����
�

����� ����	
����� ��������

-���� ��� ���������� ����� �
 ���	��� �"��� #��� ���� ��� ���� �� ��� ��	���� �� ���
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.��������� �� �� !��� &����� � ������ ������	��� ��� �� ��� �� � �� ���/���� ���
�������	���� ������ ��� ���	���� 0� ��� ������� ������� �� �������� �� ���� �

%������ & �� ���� ��� �� ������� ����� ��� �������	���  �� �� ��� ����� ����� ��
1/� �&�2�3
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���� ��� ��� ����*��� ������ ��	������� �������� �� �� �����		����� �
��	��
����� "����� #�� ����������� �� � ��� ����� ������� �� ��� ��������� ���������
��� ������ ������ � �� ����� ����� ��� ������ ��	������� ������� �� � ���
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z

γrz (τrz)

εr (σr)

εz (σz)

εθ (σθ)
θ r

���� ��� ���	��� 	�� �������� �������� �� ��� 	�	���� �� 	
��������� �������
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�������� ������ �� ���	��� �� �� ��� ����� ������ �� ������ ����� ���� ������ ��������� ��
�� �� ��� �� ���	� $
 ��� �	���� ���� �������	���� ��� ���� ���� � �� ������������
�� � ���� ���� ��� ������� ���� ��� �� ��������� $� ������� �������� �� �� �
� �������
	�� �� ���� 
��	 � ������ � �������	���� ���� �� ��� ���� ����� �
 �������	���
��������� ���� � �������� ������ �������� �� �� �� ����� ���� ��� �������	���

������� ����� �� ��� ����� ��������� �
 %������ ��

����� �����
	 ���
�� �����
	 ���
���

$� �������� 
��� ��������� ��	������� �
 ��� ������� ������ ������ ��� ��
��������3
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����� � � �� ��� ������� ��	�������� ���� �� �� ���	��� �� � �� ��� ���9����� �

����	�� ����������
��� ������� ���� �
 ���������� ��� ��� �� �������� ����� ����� ��		���� ����

�� �	�������� �� ������� ���� ���� �����	�������� 0 ���� �
 ��	� �������� �� ��������
�� ���� �
 � '������ �( 	�������� ��	���� �� ��� ��� ������� �� %������ &� �� ����� ���
����� �
 �������� �� ���	�� �� ��� ���� �
 ��		���� �"��� #�4�� +���� ��� �,�����
��������� ���9������ ��� ��������3 ��� �� ��� ����� �������� �� �� ������� �� ���
����� ���	�� �� ��� �
�
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 ��� ���	��� ��� ��� ��� �� ��	���� �������� �� ��� �������
������������ ����4�� ?�	�	������ ���� ��� ����	� �������� ��� �� �� ��)�� ���� ���
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���� � ����� �� 1/� �#�7� �� � �� ������ 1/� �#���� �� 1/� �#����� ������� �� ���
	��������
��� ����������� ������ ��� �� ���
��	� �� ��	��� �� ��� ��� ���� �� ��� �����

������ ������	 ������� ��� � 	����� ����� �� ��� ����������� ��� �������������
�����3 ���  ��� �� ���� �
 ��	������ ����������� �� ��� ����� �
 �� �������� 	����������
���� �� ���	�������	 ������������
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� �#��&�
����� ����� ��� �������� ���� �� �� ��� ����� �
 ��� ��������������	��� 	����� �� ���
��������� ������
@��� ��������� ��	������ ����������� ����	�� ���� �� ��� �� ���������� ��� �����

���� �� ������� ������ �
 ��� ��������� !��� 	����� ���� �� ������� �� ����� ��
%������ ;� +������� �� ��� �� ����� ���� �
 ��� ��	������ ����������� �� �
 ���� ��
���� ���� ��� ����	� �
 ��� ���	��� �� ������� ����	��� �� ��� ���� �� ��� ��	��
�
 ����������� ��� �������� ���� �������� �� ��� ����� �������& ��� '��� �����( �����
������� �������� ���� �� �
 ���� ����� �� �� �� ���� )���� ���� ��� ����	� �
 � ��� �

���������� �� ����� ������� �� ��� ������ �
 ��� ���� �� ��� ���� ����� ����� �� ���
�������� 5��� ��� ��	��� ���������� ���	��� ��� ���� � 
�����  �� ���������� �� ��
��� ���� ���� 
�� �������� �� 	��� ��������� ������	� ��� ��� ��	��� �������	��
���� ������ ������������ �������� �� �� 
��� ������� �������� �� ����� ����������� ����
%������ �6�� .�� ������ 
�� ���� �� ��� ���������� �
 ��������	�� ���	� �� ��� �����
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'� 	������	�� ���		���	������� �	���� �� ���� �� � ��
	 ���� &. � &. � &. �
/... ���	�� !�	 ����� ��
	� �� �������	��� 	�������� �� ��� ��	 &) ... ��
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	3���� �� �����	 �������� 
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��� ��������� ����������� �� ���� 	�		��� ���� 
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���		 ����� ����	�� �	�	 � ���	�� ��������� ���� 
	 �	��	� 
� ��	 ���� ����� ����	��
�� ������� �� 6�� 0)�(1 �	 ��� ����	� ��� �������	�

� � �$ � �&�� �(�� �)� �4�&�
6������� ��	 ����	� �� ��	 �������		�� �� ��	 ���	� �	 ���	 ���� 	�������� �� ��	
���	

�� � �$ � �&�� � �(�� � �)��� 	��� �4�(�
��� ����� �$ �� �) ��� 
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��� ����	� ��� ���	 ����� 
	 	���	��	� �� �	�� �� ��	�� �� �� ��� �
�����	��� �� �� �	�� �� ��	 
��� ����	 ���	������ A�� ������������� �� ���� ���	
��	 
	 ����� ���� �� ��	 
��� ����	� ��	 �������� ��	 ����� �����	��� �� ��	
����� �	������� ��	 ������
��	� �� ���� 	���� ����� B�		 6�� 0)�(41C�

�� ����� ��	 ��������� ���� ��	 	���	������ ��� �	����� �� 2����	� ) �� ���� ����
�����	� 	������� ���������� �� ���	�	������ !�	 �	��	� ���� ��� �� ��"����� �� �	�	���
��� ��	 ������� ��	�� �		�	� ��� ��	 ���������� �� � �����	� �������
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��	� �� �������-����� ��� ����� 	����� �	�� �� 	����� �� ����� ��
	����� 	���� ���	�� �
����� �������� ���	 �� ������
�	� ' ��	 ����	��	�� ��
�������� �� ����	 �� ����
	���������	�	� 
���� 	�		��� 0
����� 
	��� ��	 ������� ��� �� 
���� � ����	��	D1�
8� �	�������� � ���		���	������� 
��� ������	� �	������ ��� 
	 ����� ���� 	���
��	 
	��� ��
�����	� ���� ���������	����� � ����	���� ��� �� 	�		�� �	�������
����� 
	 �	���	� �� �� ,��� 4�&�

���� 	�		��� ����� 
	 ���	
�	� ������������ ��� �	�	��� �	����	��� ��� ��	
����	�� �� ��	����� ��	�	 �	����	��� �	�� �� � ����	 ������� ������� ,�� �������	�
,��� 4�( ����� ��� � ������� 
���� ��� 
	 �����	� ���� ��	 �	����	��� �� ��� 0���
���� ���1 �������� ����� ���	��	� ����� �	�� 
	 ��	�	��	� �� ��	���	� ��� � ����	

��������	 	�		�� �� �� ���� ����� ��	���	�� 9	 ����� ������� ����� � ��������
����	���	 ��� ���	�� �	���	�� �� 2����	� $)�

�� ,��� 4�) � ��	 ����	��	�� ��
�������� �� � 
���� ���� ��� �	����	��� �� ������
5	�	 �
������� ��	 ��
	� �� ���	������	� �� �	�� ��	��E ���	�	� 0�������� �� ��	

each divided
thus

Two parts
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�� ,��� 4�& ��� ������ 
	 ��	 �� ����� !��� ��	 4�	�		�� ��
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' ����	� �����������	 	����	 �� ��	 ����������� �� ����	� �	����	����� 	�		��� ��
����� �� ,��� 4�+ ��� 4�4� 5	�	 ��	 �	�������� 8������	�� ���
�	 �� �� 	������
���������	 ���� � ����� ���� �� ���������	� 
� ��������� � ��
�� ����	 �� ����	�
=�	 �� ��	��� �� ��	 �� �	���	 ��	 ��-	 �� ��	 ���
�	 ��� ��	 
�������
�������		��� ��	 ��	����
	� �� � ���	� ����� �� ,��� 4�+�$& '� -	�� �������		���
�	�	 ��	����
	� �� � ����	 �������	 
	��� ��	 ���� � ����	����� �
����	� ��� ��	
	���� 	���	����� ��� �����	� 
	���	 	�	������ ��	 ����� ����� �� ,��� 4�4� 2��
������� �� 
��� ���	��	� ��� �������		�� ���	��� �	�����
�	 �������� �� ���� 
	
����	����	� ���� ��	 �������� �� �	�� �����	� 5��	�	�� 	�	� ���� ������� ���
�	
������	� ��	 �������� �� ��	 (:+ 	��������� %��	 �
������ ���
�	� ��	��	�
���� ����	 �	����	��� ��	 ���	� �� �	�	�	��	� + ��� $&� ,����	 4�:� ���	� ��� ��	
���	�� ���������	� �� �������� �� � ����	� ��	����	 �	��	�� ��	 $. ... �	��		� ��
��		�� ��	 ������	� �� ���� ��������� �� 2����	� / �� ���� 
	 �		� ��� ��	 ��	 ��
����	� 	�		��� �	���� � ��"��	���� �������	 �������� �� 
	 �	����	� ���� �
��� ����	� ����� ��
	� �� �	��		� �� ��		�� ��� � �	�� ������ ���
�	�

B C

D

H

G

E

F

z

y

x

A

10 ft

Boundary conditions

u = v = w = 0 on ABCD

u = 0 on AEHD
v = 0 on AEFB

All other boundaries free

symmetry

���� ��! #�� $
�������% ��
���� �� 
�� 
� �������������
��� ������ ��������

������
 �	� ��	����	� ����� 
 ���



45tons

–5

–10

5 10
x

z = –0.5 ft

Section

σz (T/ft2)

10

20

30

45tons

10

20

10

z = –1.75 ft

z = –3.75 ft

–wE (ft2)

Computed value

Exact value

(a) (b)

–5

���� ��� #�� $
������% ��
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(0.46 m)

Z

8 ft (2.43 m)

Prestressing
system E = 5 x 106 lb/in2

3.52 x 106 kg/cm2

Concrete

ν = 0.15
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φ = 0 on external boundary

"��� ��% ������� �� � ���� ��
����	 ������ �	���" � !&'�

��� ������������ 	�
� ���
���



�� ����� � � 	�� 	�� ����	���� � � 	�� ��
� ������� 
�� � 	�� 
���� �� 	��	 ���
���	 ����	� �� 	�� �
�	�

�� 	�� .��	� ������	 ���	��� �����	��� 	�� ������ ��	��� �
 �������	�� �� 

�
	���
� ��� ����� � �
 
 �
��� �� 	�� ����� �� #1�� ����
��� ��	� 	�� �	���
�
	���
��
 %�� ����	 ����
�� ���� ��	� 	�� ���	��� ������� ���� 
� 
����
	�
.��	� ��2������ ���	����4

/� �9
���� ���������� )�� 	������ 
� 
���	����� ����� �����
	��� � ���� ��
:��� 5�$�

'��� 	�� ��������� ���
	��� �

�

��

�
��
��

��

�
� �

��

�
��
��

��

�
� 1 �5�35�

�� ����� � � 	�� ����
���� ��
� 
�� �� 
�� �� �������	 	�� �����
����	� ���=����	
�� 	�� �����	��� �� 	�� +��������, �������
� 
9�� %�� 
���� 
�� ���� ����
���

�
��	 ���	��� ������� �� 
� �9
�	 ���	���� %�� �������	�� �� 	�� �� �� 

��
��� �0� �� ��������� 
�� ������	 �� 	�� �9
�����

��) ��� ��������
 ���
�������

����� $	���
�#�� ��#���

%�� .�	 �� 	�� ������� � ��������� ��	� 	�� )�� 	������ ������ ���������
������� 
���	������ 
�� ���	��	�� 	�
	
� %�� �
�� ��������� ���
	��� � 	���
;�� +5�35,� '������� 
 ����
� ��
	��� �
 	� �� ��������
	�� 	� 
���� ��� ��
���
�� �� 
�� �� �������
� �����	��� ���� ������	 	� ������	�

B� ��=���	�� 
�� ������	���� �� �����	
	���� 
�� 	�� ������� 	���	��� ��	� �	
���	��� � ����� �� :��� 5�5��

����� $(�)����
�� ���� *�&

%�� 
9�����	��� ��
	 )�� ���
	��� ����	 �� ���� +5�36, 
�� +5�38, ��	� � ����
���
�� � � B�� � � 	�� 	�����
	��� 
�� � 	�� ������	���	��

�� :��� 5�4 	�� 	�����
	��� ��	����	��� �� 
 �����
� ��
�	�� ������ ����# �
���� ��� 	�
���	
	� ��
	 ������	��� ���� 
 ������� 	�����
	��� �����
� �

������ �� 	�� ������

����� +)%
�%)	���� #
��
� �	 ��"�	� �
����

�� 
 �������� ���
�� ���� �� 
 )��� ��	� ��������� 
������
	��� 
�� 
 �
��

����	��� �� �������	� 	��� �	 �
� �� ����> 	�
	 �� �����������	� � ������� 	��


%�� �
 ���� 	� 
���� ��=���	�� ��� 	� 	�� ����	���� ������	��� �� 	�� ������ 
�� 	� �����	 	�� �� �� 


	
��
�� �����
��

��� ��������
 ���
������� ��	
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Computed values
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76.3

71.775.0
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Integrating point (3 independent relations)

Nodal point with 2 degrees of freedom

(a)
Both d.o.f.
suppressed

One d.o.f.
suppressed

(b)

(c)

Linear Quadratic

Degree of
freedom

Independent
relation

Degree of
freedom

Independent
relation

(a)

(b)

(c)

4 x 2 – 3 = 5 > 1 x 3 = 3

singular

2 x 8 – 3 = 13 > 4 x 3 = 12

singular

6 x 2 – 3 = 9 > 2 x 3 = 6

singular

13 x 2 – 3 = 23 < 8 x 3 = 24

25 x 2 – 18 = 32 < 16 x 3 = 48 48 x 2 = 96< 64 x 3 = 192
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��� �
�� ����
�	������	�� ��� ��	�� ���� �
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���� ���	� �� ��� �	�	�
��� ������	�� 
� ����� ������� 
� �����
�� ��� �������� 
� �	���� �������� �	�� �
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–

+

=

1 1
N1 (ξ) N2 (ξ)

(1, 1)

(+1, 1)
(–1, –1)

(–1, 1)

ξ

η
(a)

(b)

(c)

(d)
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 ��� �� ������
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��� �� ��� ��� 
� ��� �
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Test A Test B

a prescribed on all nodes
Kij aj = fi verified at node i

a prescribed at edges of patch
ai = Kii

–1 (fi – Kij aj) (j = i ) solved
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:� ���� ���������� ��� �	�����	��	�� ������� �� ��� ��	� �� ��� �	+�� ���� �� ���
��� �������	�� ����	��� ����! �� ����� � 2��� �� ���� �� ����	�# ��� ��� ��
��� ��5����� 	� ����+	���� 	� ��� ���� ����� �� ������	�� ���� �����	���
�� ����������	�# ��5���� ��������� �����

� � �� � ���� �� � � �� � ��
��� ����9�

����� �� �� ��� ���� ��� ���� �� ������� �������� ��� ��� �� �� ������	����
6	�	���� ��� ��	#��	�# �����	��� �� #	��� ��

�� � ��� � 	���� �� �� � ��� � 	����� �����/�
����� ��� �� ���� �� ��	���� ���������

*����	�# ��� ��� ������� ����	�	��� ��� � � �� �� ��	�$�� �� ��� ���	�� �� ���
�+���	��% ��� ��	#���� �������� �� ��� ������� 	�% ��� ��� ����! ���� ��	�	��	��
�� ��� ��	���� ��������% �

�
	�

� �������� ��� �� � � �������

��% ��� ��� ����� �� ��� <�����= ������� ����	�	���%
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�
�
	�
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�
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����� � ���� �� � � �����!�

��� ����� �� ��� �������	��	�� ��� ����! �� ��� 	� ��� ��	���� � ��� ���	��

	� � �� 	� � �� �������
�	�� �	��� �������	� ����	��� ���	�# >����=� ������� �� ������� 	���#��	�� �� ����
�� ��� #��	��� ���� 	� ��� �����! " �� ��� �����
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���� ����� �	�� ���� ��� �� ��� ��� ���#�� ��� ����	�� ��	#����% ��	�# ����	����� ����  �	
�����
������ ���� � �� ��� ���� ����	�	��� :� �� ��	� ������ ��� ���� ��� ��� ��	��� ������ �� 	� 	�
������	��� �� ������ ��	� ��	��� �	��  �	�	���� ������� ���� ��������

��� ����� ���	
����� ��� ��������� � ��	���� ���� 	�����



��	� �������% ��	�� �� ���� ����	��� � ���	��	�#  ��#� ������ �� �	+��
����+	��	���% 	��������� ��� �	� ������� �� ��� �	+�� �������	��% 	�����	�#
	�� ����#�� �� �	�����#��� :� ���� ���

�� ��� ����	��	�� ����	������� �� ��� ���� �����	��� ������ �� �	
������ &� 	� ��	��
���� ��� ����� #	��� ��� �� �� �� �/ ����	����� ��	�� ����� ��� �� �� ��
�	�����	����� 	� �� ������� �������� ���� ����	��	�� � �� ���	��	��� �� ��	�
�� �������� *������	����% ��	� �	�����	��	�� �� �� ���������� �� �� ���	�#
>����=� ������� �� ��� 	���#�� 	� 
 ��	�� �	��	�	�# �/ ����	��	�� ��� ���

��	� ���+�	�� �� ����	��	�� 	� �� ���	���� 	�������� 	� ���� �� ����� �����
	�# �������� ���� ?����� ! �� 	����� ��� 	������� ���� ���� �� �	+�� �����
��� ���� ��� 	� ��� �����+��3�9

!� &� 	������� 	� ������� �� ��� ��	��� � ����� ��� �% ��� �� � 	������� ����+�
	��	�� ��� ��	� �� ������ 	� �	#��� ������ ��� ����	��� �	�� ��� 	������	���
���� ����	����� �	�������� �������% �� ��� ��� �� �� �� ������������
������� ��� � �� ����	
� �� ����������� �������
� �� ���� ��� �� �������� ��
�� ��������	
� ���� �� ��������	
� ���� ��� �� ��������
 �������� ��

 ����

���� ������� �� �� ������������� ��

 ���
� �������
 ��������

����% ��� 	������% 	� �� ����	��� ��� �	+�� ����+	��	�� �� ��� $��� ��������
�	������� ��	�#  �	��� ��	�#�� �� ������	�� �� �� �	����	�� ������� ��% �
����� 	� )	#� ����% �� �	�� ���	� ����	���� ��� ��� ������� � ����� ���	���
�� ��� 	������	��� �������	�� �	�� ��� ��� �� ���	�� �	������ �� ��� ����. %
��������� � �� ������ ����� ���� �
����� ��	� 	� ��	���� � ��� ������ �� ���
�����( 	� ����	���� ��� ��	#���� ����	��	�� �������� ���� 	� ���	�	�# ��� 	������
�	��� �������	�� 	� ��	�� ��� $��� �� ��� ����	��� 	� 	����	���� ��	�$���

&�����% ������ �� ������ �� ���  �	��� ��� �	�����	����� ����+	��	�� ����
�� �� 	� ��� 	����	�� �� ����  ��	�#��% �� ����� ��	�� ���	� ����	���� ��� ���
������% �	�� ��� ��	�	��� ���@�	���� �����	�# ����� ��	� �	������� �� ���

Constant q Linear q Linear φ

Linear φ

OR + =

=
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�� )��	A� �� ?����5��/ �� 	� ����� ��� �������
� �� 
�������% ����	�# ��� �����
���� �	���������� �� ��	�	��� ������ 	� �� �� �+������ ����  �	+�� �������
�	��� &�  ���� #����� ��� ����� � 	�% ��� 	������% �	�����	����� �� ��	���
�	��	� � �������% ��� ������� �� ��� �	+�� ����+	��	�� �	�� �� �	
����� �� ��
����	�� �����	���! 4��� ���  �/�����	����� ����+	��	�� ��� � ���� ��� ���
	��� ��	� ���#��� � 	� 	� ��� ����� �� ��������	�# ��� �	�����	����� �����

�� ��� ����	��� ������	�# ���� �	+�� �������	��� ���������� ��� ���� �	#���
����� � 	����� 	� ��� ��� �� ��� �����( �

:� ����� 	� '����� � ��� ��	� 	�  �������	��	� �� �������� ������	��� �� 
B#��#� ����	��	�� ��	���� &�����% ��	� 	� ��� ��	#	� �� ��� �������% ��	�� ���
���� �	@����� ��  ������ #���	� ��	�	��	�� ������� ���� 	� ����	�� ����	�#
���� '����� !/ � *� ��� ���� �� ��� �����( 	� ���	�� �� ��� ����$��� ��������
�� ���� ����� �� ��� $��� ��	��� ����� �� � ��� ������� �����	
� �� ��� ������
����� ��� � ��� �������� �����	
��

(� ��� ���� ������ �� ��	���� ���� ��� #������� ��#�� �	�� �#���	� ��������
��� �� �� ���� �	��� 2������% 	� 6��� ���3 �� ���� ���� ��� ���� �	@����	�� ��
����� �� ��	��� ��  ��	���� 	����	�� �����	���

��� �������	��	�� �� �� �	������� �	� ��� ����	�� ��� �	�� ��	�� ��	�� ��
������� 	� ��� ��+� ����	���

���� �� ���! �� 	���� �������	����� "�� ���� ��

������ �����	
�
�� ���
�����

C���	�� ��� ���+�	�� �� ���� �����	�� ����	��	�� ����	������� 	� ��� �	+��
����+	��	��% ��� ����	� ���	��� �� ��� 	��	�	��� ���� �����	��� ��� �	+��
����+	��	�� �	�� ��� �	��� ���	�#��� �������� ��	� �	�	��	�� 	� 	����� ����
���� ������ ��� 	� � ��������	
� �������	�� �����  ���� �	���� <������� #��	���=
��� ������� ���	� ����	�	�� ��@��� �� ������  ������#��� ���� ���� ����	��	��
����	������� ���� ��	�$���

��� ������	�� ������ ��� ��	� �	@����� �� �	������� �� 8���D 5�� ��
8����	%�! ��� ���������  ������	�� ��	���	�� ����	��� �	�� ���	� ����� 2���
����% ���� ������� �� ��� �	@����	�� ��� ����� ��� �� ��	�	�# ���� ������ ����
��	�� �	���� �����	�#�

&� �� ����	��� ��� ����	�� ������ �����( �� �� ���	�� �� ��� �	+�� �������
	� ��	�� �� 	� ��� ������� �����	
� �� ��� 	� ��� �������� �����	
� ����	����� �� 
�#��#	� ����	��	�� % �� ���� ��� ��� �����	�� �� ������� �� ��	�	��	�# �� ����
��� $��� ����	�� �� �� �����	���	�# 	��� ��� ������ �� ���	�

�
����
���� � ��! � 
������ �����3�
��	�� ����	��� ��� ���	+ � �� �� �����	�#��� ��� ��� 
� � ��� �� �� 
� � � �� �������
��� 	� 	� �������� �� ������ ��� ��� ���5���� ���	+% 	���

 � 
����
 �����,�
	� �����	�#����

��� ����� ���	
����� ��� ��������� � ��	���� ���� 	�����



6	�#���	�� �� ���  ���	+ �	�� ���� ����� 	� ��� ������ �� ��5����� 	� ���
������ ��% ��	�� �� ��� ��% 	� ���� ��� ��� ������ �� ��5����� �� 	� ��� ������ ����
���� ��� ��	���� �� �	�#���	��

�� � �� �����7�
	� ��������� ����#� ��� ������� � �� ���� $�� �����

��� ����� ��� ��	� 	� ��	���� � ��� ��5 �� ��� ���	+ �����, % ��	�� ����� �� �� ��%
����� �� #����� ��� ��% 	���% ��� ��5 �� ����

&� ���� �������� ��� ���	+ � �� ���� �� �	�#���� &� �� ������� �� ��� ����
�	�#��� �� ��	�	�� ��  ����	��� �� ��� ������ ����	��% ���� ���#	�# ��� $���
����	�� ��

�� � �� �

�

��� � �� � �
�!

����� � 	� � ��	���� �������
*�����#� ���� ��� ���	��� � �� 

� �� �	�#��� ���	� ����	��	�� �� ������

��� ��% ����	�	�# �� ������ ��� ��� �� ������� �� 
� � �	����

��� 
� � �� 
��� 
� �

&� ������	�� ����	����#� ��	� ���� ���� 	� �����	�#��� 	� ��� ���� ���� ��

��
��� ����	������ �� ��� �����7 	�  �������� ��� ��� ��@�	��� ����	�	�� ��� ����

�	�#���	�� �� ��� ���	+ � *� ��	�	��� ����	������ ��	���� ���� ��� �����3 	�


��� 
� � ��� �� ��� 
� �

&� ��	� 	� ��� ��� ��� ��� �����	�� ����� ��� �� ��	����
��� ���� ����	������� �� 	������� 	� ��� 8���D 518����	 ����	�	�� ����	�����

����	����% ��� �� ���� �� ���	$�� �#���	�����

������ ����
��

��� ����	�	�� �����7 ������� ��� �������� ������ ��� ��� ��	���� �� �� ����	���� &�
	� 	� �	����� 
������ �� ����������#��� ������� �	�� ����� 	� ��� �������	��% #	�	�#
�������� ������ ��� �� ���� '����� �% ��� ����.9 
�"�

�� ���� ��	�% �� ���� ������ ��� �����( �� 	�� ����	��� ����;
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4������� ������ ��� �� ������ �+	�� ���� ���� �! 	� ���� �� ����� ��� ���	+ 

�

��� 	� �����
��� ��	� �	�#���	�� �	�� ���� �+	�� 	� �� � ���

�� ���! �� 	���� �������	����� "�� ���� �� ���



��� ���	�	�� ����	�	��� ���	��� �� ��� ���	���� �+���� �� ��� �����( ��
#������� ��	� ��� �� ������� �+�	�	�	�# ��� ������ B#��#� ����	��	�� �����
&� ���	���� ��� �������� ����� ����	�	�� �	�� 	� ��� ���� ��@�� �� ������	��
������� ������	�	��E �������% $�� �������	��� ��� ���������� �������� ��	�� ���
�� ����� ����	�	��� ���� �� ������� �� ��5 ����� �� ��� ���� ���	+�

&� ��� �+���� A��� ������ �� ������ -�+�� �� ��� ����������� �� ������ ���
������� �� ���5	�# �� ��� ������ ������������ &� 	� ���� ���� ��$�	�� �����
��� $��� ��	��� ��	��� 	�  �	��������� �� ��� ������ ������	�	�# ��� 	� 
������ ��  ��������� ����� ���5	�# 	� ���� ��	���� ����	���� �� �	���� ���� �
���������� �� ���� �	���������� �����#���� � ��� �����	�� ��������  �	�	��
��	� ������������ �	�� ����� �� ����	���

������ ��� ����� ����

��� ���� ���� ��� �	+�� �������� �� �� ���	�� ��� 	� �+���� ��� �� �� ���
�����	��� 	� ��� ����	��� ������ ��� 	������	��� ��������� *� ���������� 	� ��	��
������ �� �5	�#  �������	� ����+	��	�� ��� ��� �� ��� ��	����% ���� ��	�
��
����� #������� �� �� 	�����	#���� ��� ������� �� ��	� �� �� ���	��� �� �	����
�����	�# ��� ���� �������� �����7 	� ��	�$�� ��� �� 	������ ���� �� ��� ������
�	�� �� ��	�� �� ������	� ��� ������� ������ �� ��	��� ��	���� �� ���
������� ������ �� ������	�� ��	�������

&� )	#� ���! �� 	��������  �	�#�� ������� ���� ��� ��� ����	��� �������	��� �	�� �/

����	����� 	� ������	� �� �	�����	����� 	�% ������ �� �� �	���� ������� ��
�	��� �	��	� � ������� �� ��	�#��� ����� *� �� ����� �� �� �� ���� �� ����	$��
�� ��� ������	��% �� ���� $+  �	�#�� ���� �� ��� ����% � 	� �������� �� ������

nq = 2

nq = 6

nφ = 6 – 1 = 5

nφ = 6 – 1 = 5

Restrained

nq < nφ
Test failed

nq > nφ
Test passed
(but results equivalent
to irreducible form)

(a)

(b)

+
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������ #! ��� ����	���� �� �! �����	 #�

��� ����� ���	
����� ��� ��������� � ��	���� ���� 	�����



��	�������% �� ��� ���� �������% ��	�� 	� ���� �	���� ��� ��  �	�#�� �������� *
����� ����� ��� ���� ��� �� ��� �������	���% 	���% ��� �	�� �	��� -�+ ��	�	��%
��	�$�� ����	�	�� �����7 �� ��������� �� �� ���������

&� )	#� ���� �� 	��������  �	�	�� ���� ���� �� ��� ��� ������� ��� �	�� 	����	��
�/ ����	����� ���� �����	��� ����	$�� ��� ���� �� �� ��� ��	����� ��	� �+����
����� ��	����	�� �� ��� ��	� ����	�	�� �� ��� �����7 �� ��������� 	� ��������
 ����	��	��� �������	��� ��� ����	��	��� �������	�� ���� ���� �� ���A�����
��  �����	�� ��5 ����� '����� ����	�	�� �����7 �	�� ���� �� �� ��	�$�� ��
��� ������ �������	��� �� �� ���� ���� ���� ������� ����� ��	�	��� ��������
��	�� �	�� ��� �����	�� �� �� ��� ����	��� �	�� #	�� #�	���� �� ��������
��	�� �	���

���� 	� ��� ���� ���� 	� ��	�$�� ����	��� �	@����	�� �� �	��% �� ����� ��
	��	���� ������	���� �� ��� 8���D 518����	 ����	�	�� ����� �������� ����(

����� �	@����	�� �� �� ��� �� ��������� �������� 	������ �� ��� ������� ��
����	�	�#% ��� 	������% ��� -�+ ����	�	�� �� �� �� �/ ����	��	�� ����� &� )	#� ���(
�� 	�������� ���� ���� 	� ��	�� ��� 	����	�	�� �� ���� ����	��	�� 	� �������

�
�������� �� ��������� �� �� �+������ �� ������� ��������� ��� ������ �	#���
���	���	�# �������� &� �� ���� �������� �� ��������� ��� ��� ����	��	�� �� ���+��
� ���� �������

:� ���� �	����� ��	� ������� ������� 	� 6��� ���(���

nq = 12 nφ = 6 – 1 = 5

nq > nφ

Restrained

���� ���� �� "��� ##�$ ��� ��� �� �
�����
�� #�

q II

q I
n

q I

q II
n

k II

k

(a)
q I

n = q II
n

Only qn
continuous

q

q

q changes abruptly
(discontinuity)

(b)
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� ��� �����	���	�� ����	�� ���	��	�# ���� 	�	�	� ���	�� �� �������� ��� ���	�� �

:� ����� ��� ��������� ���� � ��� ����!! �� ���	����� �� ��	#���� ���	���
����� ���� '����� � �� 	� ��� ������� �� ���� ��� ����� ����������� &� ���
���� ��� ���	�� �� ������ �� �	��������� �� ��� ���	+ ������� � 	���������
	� '����� !% #	�	�#

� � �� ����!(�
�� � � �� ����!.�

�	�� ��� �	��������� �+���	��� ������	��� �� ��	��� ��� ������	��� �	����������
�� ��� ��	� 	�% �� ������% ���	����� �� >���5	������ ��	#��	�#�
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������ �� �� ��� �����	�� ���	����

&� 	� ����	��� �� ��� �	+�� ����� 	� ��	�� �	���� � �� �% ��% 	�����% ���� ����� ��	�
����% �� ����+	���� 	������������� :� ���� �	����� ���� �������	��� ������
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&� ��� ���� #	��� ���� ��� �� ���� �����	��� ��� ��	�� �� �� �� �/ ����	��	��%
����#� �	 �� �� �	�����	������ 2������% 	���#��	�� �� ���� �� ��� �+�����	��
��� 
 �����  ������	�� �� ���� ����	��	�� �� 	����� ��	� ���� �� ���� ���� ��
2������3��,��7 ��� �������� �� ����� �� �������

������ ���	
�
�� �! �"�#$�� �����
���
�� 
� �����
�
�� %���&

8����� ������	�# �� �������� ����	�� �	+�� ������ ����+	��	��� 	� ���	�%
	����	�� ���	�	�� �������� �� ����� �	������� 	� 6��� ���� ��� �� �� ����	������

)�� ��� �1� ����� 	� 	� ���� ��� � 	� ��� ������� �����	
� �� � ��� ��������
�����	
� ���� 6��� ���! % �� ��� ��� ���� ������� � ���� � ��� ������� ������ ��
���� ��� �  ��������% ����#� ��� ��@�	��� ����	�	��

�	� �� �������
����� �	 �� �� ���� ��� ������� �� ��#���� �� ������� 	� ������	�� ��	�����
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&� )	#� ���. �� ����	���  �����	����	��� ���� ������� �� ����  ���	�� ��
�������� 	� ��	�� �	 	� �	�����	����� ��	�� �� �� �/ ����	��	��� :� ���� #	�%
�� 	���5	�# ��� ?����5� <��	��	��� �� �	�	��	��=% ��� �� ��� �������� ��� ���
��� �	�#���������� ���� ���� �	�� 	� ��� �	��� 	����	�� ������� �� ����� ���	��� ��
��	�# ��� ���	����� 	������	��� ����% ����	�	�# ��� � ���	+ 	� ������� �	��	�
��� �������� ���� �� ��������� �� �	���� 	�������� 2������% �� ���� 	� ���	�# ���
��� H (I7% ��	�� �	�� 	�  �	�#���������� ����% ����� ��� ���� ���� ��� ������	��
�� ��� �� ���� ��������% �� �������� ���� 	� ��� �	����������� :� ���� ���
���� ��� ��	� 	� ���	����� �� ��	�# �������	�� >���% ������� 	���#��	�� ����
6��� �!�. % �� � �� ��� ����	���� 	� '����� �/ ���� �������� �	�� ��� ����
�� �������

&� 	� �� 	������� �� ���� ��� 	�  �	#��� ����� �� 	��������	�� 	� ���� ��� � ��� ��� �
��� ���� ���� 	� ��	�� ��	�$��% ��� 	� #����� ��� ������� �	�� ��� �� 	������� ������ ��
��� ��	��	��� �� �	�	��	���

:� �� ��� ���� ��� �	�	�� ���� ���� ��� ��� �/ ����	����� �	 ������	�� ���
���� �	���� ���% �	�	���� �� ��� �+���� �� )	#� ����% 	����	�� 	��������	�� ��

T 1/3

nσ = 3
nu = 3 x 2 – 3 = 3
(pass)

T 3/3

= 3 x 3 = 9
= 3 x 2 – 3 = 3
(pass)

T 3/6

= 3 x 3 = 9
= 6 x 2 – 3 = 9
(pass)

Q 1/4

nσ = 3
nu = 4 x 2 – 3 = 5
(fail)

Q 3/8

= 3 x 3 = 9
= 8 x 2 – 3 = 13
(fail)

Q 4/8

= 4 x 3 = 12
= 8 x 2 – 3 = 13
(fail)

Q 4/9

= 4 x 3 = 12
= 9 x 2 – 3 = 15
(fail)

Two-element Q 4/8 assembly patch test

nσ = 8 x 3 = 24
nu = 13 x 2 – 3 = 23
(pass)

���� ���' %��������� �� �� ����� �&
 �
	������
�� '���
�����
�� ��	��� ���	
������
�� ������ ������� ����
����� (
 	���	���� 
� �� )�	������ ��� �	�� �
 ���	��� 
� �	���
� 	���	����� 
� ����� *��� �
�����
�
�	��� �+ ���
��� �� �, '-"� ���  �� �
 �$ '-"� )�	��������

��
 ����� ���	
����� ��� ��������� � ��	���� ���� 	�����



�	 �� �� 	� �������� ���� ��� ��	�� �� �	�� �� ���	�	��� 2������% � 	� )	#� ���(%
�����	��	�� �� ��������� �������� ��� �������� �� �� �� ��	��� � �	�#���	�	�� �� �
����� ����	� �������� ���#� 	��������% ����� ���� ��� ����� �� ��#���	�
����	��� �� ����	������

��� �	��������	�� �� ������ ��	���� � ������ ����� �� ���� �� ������	���� ���
�� ��� ������ ��	����� )�� ��	� ����� � ������	�� ��� �� �������� �	�� ����	�����
������ ����� � ������� 	�������� �� �� 	��������� ���� )	#� ���3 ��9

&� ����� �������� �+����	�� ����	��	�� �� ��	�� �� ��	��� �� �	��������	�# ����
��� �	���� ������ ���������� ������ �� � 	������� � ��	�� ����	� ���#�� ������
&� ������ �� ����� ��� ���� 	� ��� ��� ���� �� ������ ���������� �� ��������� � 
�	���	�� ���� ���� �������� �� ��� ������ ������ ����	��	�� ���# ��� ����� 	��������
&�����% ��� ����� �� ���� �	�����	��	�� �� �� ������ � � ����� ������� 2������%
�� ������� ��� ��� ��� �	��� ������� �)	#� ���3�� " ��� 	����������� �������� ��
����	����� �� �� �����

&� 	�% �� ������% ����	��� �� ���	�� �������� ��� �+�	�	� �������� ����	��	�� �� ���
������	�� ���������� ���# 	�������� �� 	����� ��	� �� ��	���� �� F�	��
�� �����!/ 	� ��� ��� �� ��� ��� �������	�� ������� �	������� ����	������
�+����	�� �� ��� ���� ������ ������� 	� �	@����!� �� � ��� ���� �������� ��� ���
���� ������������ ������
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���� ���� ��� ����$��� �������� ���� �� 	��������	�� �� ��� ���� ������ ��
�	��������� $���� �� ����� 0��% �������% �������� �� �� ����	����� :� ��#	� ��
$��� ����	���	�#  �����#��� ������� ����� 	��������	��� �� �� #	��� �	������
	� ����� �� �����	� �����	����� * ��������� ���� �����#��� ������� �	�� �	��

σ linear u linear
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(a)

(b)

σxx

τxy

σyy σtt

σnn
τnt
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����� �� �� �+������� 	� ����� �� ��� )�� 	������	� �	��� ����	�	�� �������� �����
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(x0, y0)

���� ���) /�
���	� 
� 	���������	 �&
 ��������

��� ����� ���	
����� ��� ��������� � ��	���� ���� 	�����
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�� �	�����	����� ������� �A���� ��������� ��� �	�	��	�� ��	��	��� �����	��� ���
����	��� ���	��� ��	�� ��� �� �	
����� ������� ���� ��� ������ �	���������
�����	��� 4����% ��� ����+	��	�� ���� �� ���� ���  �������� �	��� �������	��
�� ��	��� ��� ���	�	�� ����	�	�� #	��� �� ��� �����7 �� ���� � ���� $�� ������
�������� 	� ��� �������� * �	��� ���	�� ���  $������� ����+	��	�� 	� ���
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�����#��� �������� :� ��� ����	�� ��� �������	�� �� ����	�  #����� ����	���
��� ���� �� �� �����
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	� ��	�� �� �� �� �� ��� ����� �� ��� ����� �����	���� � ��� ������
��� ������� ���	�� �� ������ � ����+	��	�� ��� �������� ��� ��� #�����

����	����� �������� 2��� ��	� 	� ������	���� �� $��� ����	�# �������� �� ���
����� ������� ���� ������	���� 	� �������	�# ��� �����	��� ���������	�� ���
������ ���� 	� ����% ��� *�����	+ 8 	� � ���#��� ����� � ��� �����#��
����;
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&� ��� ���� ��� ����� �������� #	� ������� ������� �� ����	�# ����� ��	��
���� ������ 	� ���� �������� ����� �������� �� ���� ����� ����������� ��
�����	� ���� ��	�#

� � ������ ���
&� ���	�� ��� ���� �� ������ � ������	�� ���������	��� ��� ���������	��
����

�� ������� �������� 	� �����	� ���� ��	�� ��	��� ��� ���� ���� �	���% �� �������
������� �������� �� �� ����� E
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����� ��� �������� ���% � � �� !� �� ������ ��� ���������� ����	�	�� ��� ���
������� ��� �� ��� ��������� ��	� ����+	��	�� ������ ��	�$�� ��� ������� ������
����	�	�� �'���	�	�� � �� �� ��� �� ����� �� ��	��� ��� ���� 	���	���
����	�	�� �'���	�	�� ! � ��� ����������� 	� ��� �������� �� ��� ���� 	��	����
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���� ���* .���&�����	� ����	�����	�� �.��� �
���	�� ��� ������������ ����	�����	�� �0�1�� %����� 
�
������� ����
	��
� �%���� � #����

��� ����� ���	
����� ��� ��������� � ��	���� ���� 	�����



	� ��� �����! �� �� ��������� :� ���� ��� ��� 	���#��� �� �������� �+���� ���
�� ����	����� �������� ��	�� ������� � ��	�# ! � ! #���	� ���������

*� ������	�� �� ��� ���� ��$�	�	�� ��� �/ 	� �� ��� ��� �������� �� ��� A���	�
	������ � ��� ������ �� ��� ������� �	���% �/ � ���

/  � ��	� �� ��� ���� ��##�����
�������� �� ������ ������ �  ���� 	���	�� ���������	��� 2������% �
����� 	� )	#� ���7% ��� ����	�	�	�� �� ������� �	�����	�� 	� ���� #����� ��� ��	�
���� ��� ��� ��	#	�� ��� #	��� �� J	� �� 6��	�� ��� ��� ���� ����$���
����+	��	��� ��� ����� ��� ���	��� ���#�% � � ��

/ �� � � ���
/  �� ��� ��	���

��� ���� 	���	��� ����	������% ���� #	�	�# �������� ��	�� ������ �� ��� ��	����
�	�� �� ��� ������� �	�� ������� �� ��� #���� �����	�����

���' "����&���� 	���� ���	
������ �� �������!
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&� 	�% �� ������% ����	��� �� ��� � 	���������� ����+	��	�� �� �� ��� ������	�
��	���� �����	�# ��� ����	�	�� �������� :� �� ���� ��	�� ��� ����� ����	���
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����� � � �� �� �� 	� ���������� ��	� ��	��	��� 	� 5���� �� ��� ��� �� 2�1
:��	���. 2������% #	� �� �� ������� �	������% ��	�# ��� �����( % �5	�# ���
������	�# ����+	��	���

� � �� � ���� � � �� � �	�� �� � � �� � �
��

�	�� ����������	�# <��	�	���= �	���% ��� >���5	� ���� 	� � ��% ���� �� ��	�	�#
��� ����+	��	�# ����	��� 	�  �	�	�� ���	�� � �� ��� 	� ��� ����	��� ����	���
��	� �	���� � ����	�� ������ �� ��� ������	�# ����;
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� &� 	� ����	��� �� 	������ ��� �	��������� ������� ����	�	��� 	� ��� �����. �  ����� ����� ���
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��� ����� �	�� ��� �������� #	� ��� 	� ��	� ����	�� �� ��� ������ ��� ��	�	���
��	��	��� ������ �  ����� �� 	������� �� ��� �� ��� ����+	��	��� ��� ����
��� �	�������

���(�� ���	
�
�� ��� 
�
�� �! ����#$�� �����
���
�� %�����&

��� ���	�	�� ����	�	�� ���	��� 	� 6��� ���� ���� �����7 " ��� ����$��� ��������%
��	�� �� ���� ���� 	� ��� ������ ��� ��� �	���� �	+�� ����	�	�� ����% ����� �� ��
���	$�� ���� ������$��� ����+	��	��� �� ��� ���� #	��� 	� ��� �����3 ��
����	������

K�� ����� �������� ��� 	���  �	�	�� ���#��� ���� 	������% ���� ����	�# 
�� ����� ��� ����	�	��� �� ���	�	�� �� #������� ������� ��� ����	������ ��� 	�
���

�
 � �� � �	

�	� ��
�����7�

��	� �� $��� ����� 	� ��������� !� �� ������� �	������ ���� ��� ����$��� ��	���	�� �
����� ������

��� ������ �� ��� �����3 �� �� <��#���	���= �� ��	�# �� �	��� ��� ��	��
����	�� �� ��� ������% �	�� � ��	�# � ��	���� �������� :� ��� ���
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��	� #	� �� �� ��#���	��� �� ��	�# ����	���� �
 �� ��� �� ��� ��	�� �� ���
���� ����	��� �� ��� $��� �� ������ �������	���� ���	�	�#

8� ���	�	��	�# � ���� 	� 	� ��	���� ��� �� ����	��

�
 � �� � �	 ����(/�
:� ���� ��� �	����� 	� ���	� �� �� ��� ����	��� ����+	��	��� �� ��� �1�1�

�������	�� �� ���	� ����������	�# ���� ����� � ��� �#������ �� �	�	�� ��
����� �� ����$��� ���������

&� ���� ����	�� ���	��	��� �� ��� ������$��� ���� ��� ����+	��	�� �� ���
������ �� ��	�� ����	��� 	� �����( 	� ���� �	������ �� ��	�	��� �� ��� ��� �	������
���� ������ ��	� ���� ��  ����	� ���� �� ��� �	��������� ������ ��	�� �� ����
�����  �� ����� �����!(�!. &� ��� �� ���� ��� ���� �����	�� ���	��	��� �� �������
�� ����+	��	��� ������	�# ���� ��� �	+�� ����� :� ���� 	�������� ��	� �������
�	�� � �+���� ��  ����
� �����������	
� ����	� 	� 6��� �!�(�

���(�� ��� ������� !��� )������ ���
� !������
��

&� ��� ����	��� ��� ����	��� ��� #����� ���� �� ���	�	�� ����	�	��� �� ��� ������$���
�������	�� ��� ����	�	�� �������� 	� #	��� 	� ��� �����( �� �����7 � 2��� �� ����
�	���  ����	� ��� �� ��	� ���� ���� ��	�� ������ ������ �������� �� �� ��������

&� ��� ����	� ���� ����	����� ��� ���	� ����+	��	�� 	� ���	� 	��� ��� ����; ���
��� ���� �	����������#��	��� ����E ��% ������% � ���� �� �������� ����� ����
*�����	�#��% �� ��	��

� � ��� ��� �� � ����� � ���� ����(��
6����	���	�� 	��� ��� �����( �	���� ��� ��5 ����� ��
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�����% � ������% � � �� 	� �������� �� ���
:� �� �	������ �	�����	�� ��� ����(! �� �5	�# ��� ������	�# ����+	��	���

� � �� � ���� � � �� � �	�� ��� � ���� � ������� ����((�
�	�� ����������	�# �+�����	��� ��� ��	�	���� 6����	���	�# ��� ����+	��	��� 	���
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&� ��	� ���� ����� 	� ���� ��� ���� �	#��� ���� �� ��� ���	�	�� ����	�	�� ������� ��
��� �	�#�� ����	�	��

�� � ��� � �	 ����(,�
)������% ��� ��� �� ��� ���	�� ������� ���� ��� �	��������� 	��������	�� ���� �� 
���	+ ��	�� 	� 	����	�� �� ��� ���� ��� 	������	��� ���� �� �� ��� ���� 	�������
��	� 	� ��� ����(3 � ��

���(�� �
���*
!�
 ��� 
������

*� ������� ���	� �������	�� ��� ���	��	�� �� �������� 	� ��	� ����	�	�� ��
	��������� �� 6	�� �� F	�	�!3 ��� ������� �� ���� ����� �� ������� 	���
������	� 	��������	�� ��� ��� �	��������� $���� ��� ���	��	��� �� ��� ����
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����� �� % � �� �� ������ �� ��� ���� �����	����% �� ��� A���	� ������	��� ���
��� (����� ����	����� 	� #	��� ���

��� � � ���� �� � �/ � ��� � �!�

��� ������� ���	�� �� $��� ������ 	� ��� ����� �����	��� ���� �� �����
������ �� ��� �����	� ���� ��	�#  ���������	�� �	�	�� �� ��� ���� 	� ��������
	�# ��� J	�16��	�� ����	����� 	� 6��� ���(�!� C�� �� ��� �������� �� ���
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�� ����� �� �� ����	��� �� ���� ���	�� 	� ��� ���� �����% ��� 	� ��� �����
����� ����% �� ���	#�% ��� ���� ������� ���	�� �� ����	$�� �� #������ ����
����� �������	�� 	� ��� ����� �����	���� ��� ��� ���	� ���������� F���������
!, �� !7 �	����� ��� ����	����	� ������� ��� ���	#� �� ������ ������ ��������
��	�# ��� ����$��� ���� �� ��� ������	�� �� ������� ���	� ����� �� � �� �������
��� ��� �������

� &� #�����% ��� ������	��� �� ��� A���	� ��� ��� �����	����	��� B#��#� ��	�� �� �������� �	�� ���
����	� ��� ���� �	�� ��� ������� �� ��� �	#���� ����� �������	�% ��#�% �� ��� ��� (����� �������% �!�! ���
��� 9����� �������% ����
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 ��� 	� 	����	���� ���� ���
������� ������ �������� 	� ��� ��������

!� J���� ����� ���	�� ��� �	����� 	���������� ����� ����� 2������% ���
������ ����� ���� ���	�� �� �	����� ���������� C�� �� ��	� �	��� ����������
��� $�� ����	�# ���	� �	�� ������ �� ����� ������� 	� ��� �������� *������
	�#��% �� �� ���� �+��	�	�% ����� ���	�� �� �������� ��	�� ����	�# ���	� 	�
������������

6	��� ��� 
 ��� ��	����% ��� ����	�� ��� �� �� ������ �������
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�� �� ������	���� ����� � ��� ������� ����� �� ��	�	��	�# ��� ����	�� ����
�	��� �	�� ��� ������� ���	� ��������� *�����	�#��%
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��� ����	�	�	�� �� ��� ������� ���	� ������� �� #������	� �	�����	�� 	� �������
��	�# ��� ������� ����� 	� )	#� ���7� ��� ���������	�� ���� ��� ����� �� ���
#���� ���� 	� ������� ��	�# � � �/ �� � � ���

/ � ����� �� ��� ���� ���	���
��	�� �	��	� ���� 	���	��� ��� ��� �������� *� �������� 	� )	#� ���9 ��� �������
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����� � 	� ����#� �� � ������� ��� ���	� �� ��� ������� 	� ��� ����� �����	���
������ �	���% ��� �	���	� ����� ���  ����	����� ������� �

��� ���������� �� ��� ������� ������� 	� ������� �� ��� J	�16��	��
������� ���  ���� ���	�# �� ��� ���� ����� 	� )	#� ����/� &� )	#� ����� ���
������#���� ������� ��� ��	��� ����� ������ �� ����� ��� �	��� ����	�% ����
���	� ����	�	��� �	��; �� � � ,/ �� � � ��� �� �	 ��� � � ,/ �� � � /�(9999.�
��� ������� ����� 	� )	#� ����� ������ ���� ��� �����# ���������� �� ��� �	���������
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�������	�� �� J�	����=� ��	� 1 ����� ��� �������� ��� ��� ������� �� 
��� ��� �����
��	�� ������ ��� 	���������	�	�	�� �	�	� �� � � ��!� 0� ��� ����� ���% ���
���������� �� ���� ��� ������� ���	� �� ��� J	�16��	�� ������� �� �����
	�����	�	�� �� ��� ���� �� J�	����=� ��	� ��������% �	�� ������� ������ ����������
�� ��� ������� ������� �� ����� ����	�#�

���( -� �����.� 	���� ���
��� �� 	����
�������	�����

&� 	� �� 	������� �� ����	��� ���� ��� ��������� $��� ��##����� �� '��	� � �
�!9��/ 	�
��	�� ��� ������ 	��� � � 	����	�� 	���������� �� ��� �	��������� ���� �����	���
��	� 	����	�� ������� 	� ��� ������ ��� ����	���� &� ��	� ��� $��� ����	�� ������� ���
�	�����	����� �������� �������� ����  �	��������� ���� �����	�� �� ����	�����
�������� �������� ��  
��� ������ ������	�#� ��� ����	����� ������ 	� �+������� ��	�#

�� � ��� ����(7�
����� � �� ��� ��� ���� �����	��� ���� 	� ��� �	��������� �����	�� �� �� ��
���� ����� �� ��������� ��� ���� ����� ������� 	� ���� �+������� ��

�
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��	� ���� �� ������ ������	�# �� ��##����� �� 8�����	 �� 0��� 	� �9,���� ����#�
�� ���� �	����� 	�� ��	�������� ���� 	� '����� �( �� �������� ������� 	� �� ����
��	�� ������������ ���� 	� ��� 	����	�� 	���������� �	������� �����

��� ������ ��#� �� ��� ������	�� �5�� ��� �������� �������� ���� �� ��
�������� ��� ������������ ���	���

������ �
�
�
���������� ��� � ����.��

��� �������	�� �� ��� �	���������� ��	�# ��	� ���	��� 	� ���� �+������� ��

�������� � ������ � ������ ����.!�
��� 	����	�� �� ��� ������� �� 	��������	�# � �� ������	�# ��� ��������
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��� ����� �	�� ���	�� ��� ��� ����	��� ��	�� ������ � ��� ��� �� ��	� ������� �� 	�
���  �	+�� ������� 	� ������ �� �	��������� �����

��� ������#���� �� ��� ������� 	� ��	�� ��	� �� ���� ����� ����	������ 	�������
���� 	� ��� ������ 	� ���	���� &� )	#� ����! �� ���� ���� ������� �� 45��
� �
��!��( ��	�# ��� �	�	��� �	��������� ������� �� 	� 	� ���� ��� ���� ��� �������
�� 	�������� &� )	#� �����  �	�	�� 	����	�� 	� ���	�� ��� ��	�# ��� ��	�#���
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��������� 2��� ��	��� ����	��	��� �� �	��������� �� ������ ��	�	�� ��� ����
���� ��% 	� ���	����% ��� ����� ������ ���� ��� � ��� �	�#���	�� ��	�� ����
���� �� ������ �	��������	�� 	� ���� � �	@����	�� 	� �/ ������ ����	��	�� �+	���
��� ���� �	������ ��������� �� �	��������	�# �� ���������� �� ������ � ����
��	��� �� ������ �� �� ���	��� C��	�� �� ���� ������	��� �� #	��� 	� ��������� �9�

&�  ���������� ������% ����� �� ���� ��� �	�� �������� �� 	���������	�	�	��% ��
���� ��� �	�� � 	����	�� ��� �� G����. ��� ���	���� 	����	�� ���� 	� ��� ����
	����	�� ������� 	� 	� ���  ���� �� ��� G�� �#��	��� �� ��	�� �� �	�� ����� 	�
���� ���	� �����

���) /�	���	����! ���	� %�� ����� ��������

���+�� ������ !���

&� ��� 	��������	�� �� ��	� ������ �� ��$��� ��� 	������	��� �� �	+�� ����� ��
	��	���� ��� �� ����	�� 	� 	� ����	��� �� ���	� ���� ��� ��� <	������	���= �����
�� 	�������� ��	� 	� ��� ������� �� ��� ������� #	��� �� ��� ����! �� ����� ��
	���������  ������ �����	�� � 	� ��� ����3 �� ���	���  ����������	�# �	�#��
#�����	�# ����	�� ����, #	��� 	� ����� �� �� ��	� ������ �����	�� ���� �� ��
���	��� ����	�� ���	�# �� ������ �	���� �  ���	�� �� ���	�  �
��� ������
����+	��	�� �� ��� ��	����	�� �� ��� ����	��	�� �� -�� ����	����

0� ����	�� 	� 	� ����	��� �� ����� ��� ������� � � 	������	��� ��� ����	�# �
������ ��� ��� ���	�� �� ��� ��	��� ��	�$�� ��� �� ��� ����	���� :� ��� ����
����� �����
� ���������� �� ���	����� ��� ���	�� �� ��� ���� �����	�� �������
�	@�����

:� ���� ����	��� ��� �+������

�	� 
����������� 	��� �������� ������
&� ��	� �� ����� � ������ ��� ��� ���	�� �� � 	� ���� ��� 	� ��	�$�� ��� ����� �� ���
����� ������� ����	�	���

��� � �� 	� � �� �� � ��� �� �� ����.3�
���� �� ���� ��� �� ��	��� ��� �����	���	�� ����	�� ����! % 	���%

������� � � 	� � �	�� � � �� �� �� ����.,�
* ��5 �������� �� ��� ���� 	��

�
������������ ���

�
��

������ ��� �� � / ����.7�

	� ��	�� ��� ���������� ��� ��	�	�� �� ����� -�+ �� ��� ��������
G�� �� >����=� ������� ��������� ��� ���� 	����

�
������� ���

�
�
����� ���

�
��

��� �� ���
�
��

���� �� � / ����.9�

/�	���	����! ���	� %�� ����� �������� ���



&� �� ������� ����� ��� ���� � / 	� � �� ��� � / �� ��% 	���% ��� ��� ��	#��	�#
�����	��� �� �	���� ��� ��	�	��� �� �% ��� ����	�� ������� ���

�
������� ���

�
��

��� �� �� � / ����3/�

��	� 	� 	� ��� ��� ��	�	�� ��  ������������ -�+ ��	��	���
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�
�

�
! �

����� ���
�
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�� �� �� ����3��

4����	�� �����	��� �� ���	����� �� ������ ���� �	���� �� ��� ���� ����	���
��� ��� �	@����� 	� ��� ���	�� �� ��� ��	� �����	�� ��	���	�# ��� ������	���� :�
���� ������ �� ��	� ������� 	� 6��� ���,�!�

�	� 
����������� �����
 ������ ����
���
&� ��� ����	�	�� ������� ����	$�� 	� 6��� ���( �� �� ������� �	�	����% ����	�#
������ $���� ��	�� ��	��� ��� ���	�	��	�� ����	�	��� ���� �� ��� ������� �
 ��
	� ��� ���	� ��

���� 	� � ���#��� ����� �� ��� �� ��� ����	��� �+���� �� 	����� �� ���
����	��	��� ������ $��� ��� ������	��� ��	�� �� ����� �� �� ��	�$�� �� ���
����+	��	�� 	����	����% 	���%

���� � � � 	� � �� � � �� �� �
 ����3!�
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����	�	��� %���� %� $��
� ���� �% �(,13,% �97(�

!!� ��2�2� J	� �� O� 6��	��� F�	��� ������ ��� ������ ������ $�	�� ��������� #�� %�
&��� ���� !���% ��% �37.19.% �97.�

!�� 0�'� L	��5	��	�� �� C� B�������� ����� $��� �	+�� ����+	��	�� �� ��� ���� ����	�#
�������� *���� $��
� &��� ���� �% �/�19% �97,�

!(� ��M�F� 2�#���� >�����	��	�� �� ������	�� 	���#��	�� ���������� �� �	������	� �� ����
�	��� ���	� #�� %� &��� ���� !��� �"% �(��1�7% �97/�

!.� M�'� 6	��% F�B� �����% �� O�6� J	����� ?�	�	��� �� ���A���	�� ������� ��� ���

������ ������	�� 	� $�	�� �������	�� ����	�	��� *���� ���� $��� ����� !��� "�%
�,,1!/7% �97.�

!3� M�'� 6	�� �� K�6� F	�	� * ���� �� �	+�� ������ ���	� ������� �� ��� ������ ��

	������	��� ������ #�� %� &��� ���� !���% � % �.9.13�7% �99/�
!,� G� *����$�#�� �� �� F��� �*6��������� ��� �����	����	���% �������	����	���%

���� �� ����� ���������� �� ���	� ���	������ �� 2F���������� #�� %� &��� ����

!���% ��% ����1�,% �99��
!7� K� 8	����
% �� F��% �� C� 8����� * ���� �� ���	����� ������� ������ ���	� ��

����	� ������ $�	�� ��������� *���� �����% ��% ((�1(9% �999�
!9� >� '��	�% '� B���	#��% �� '� ������� *� 	����	�� ������ �� ��	�� ����	����� ������

�� �	��������� �����	���� #�� %� &��� ���� !���% ��% �(9�1./3% �9,7�
�/� '� B���	���% >� '��	�% �� '� ������� '���	����� ������ $���� 	� $�	�� ������� ����	��

%� $#$$% �"% �3(.1(,% �9,7�

2��������� ��	



��� 2�M� 8�����	 �� M��� 0���� 0� ��� ������	�� �� ����	����� ������ �	���	���	��� 	� $�	��
������� ���	��	���� #�� %� &��� ���� !���% �% ��,1!.% �9,��

�!� 6� 45��� K	+�� $�	�� �������� �� 	����	�� �����	�� ����������� &� :�O� B	� � �
�%
��	���% #�������� ������ �� &���
����� (��	
���� J	���	�#� J����% 6����% �97(�

��� 0�'� L	��5	��	��% M�J� ?	�����% 6� ������	�% �� 6� 45��� &����	�� ������ ��� ����

���	��� �� �	+�� ����+	��	��� *� 	��+����	�� 	���������� �� )�K �����������
*���� ���� $��
� ����� !���% "�% �1!9% �97.�

�(� 0�'� L	��5	��	��% P	 O�	 B	% �� 6� 45��� &����	�� �����	�� �� �	+�� �������� ��

������ �������� ����������� *���� $��
� &��� ����% �% �19% �97.�
�.� O�M� *����% B� 2���	��% �� 2� G��� "����� �� &���.����� (����������� 6������

G�	����	�� J����% 6������% '*% �9.7�
�3� 6�J� �	������5� �� M�4� >���	��� /����� �� !
������� ��� ���% K�>���2	��% 4��

N��5% �939�
�,� 8� )��	A� �� ?����5� �� 0�'� L	��5	��	��� 6��	� ����#� ������ 	� $�	�� �������

����	� �� ��� ���#�� %� "���� $��
�% �% !3.1,�% �93,�

�7� L�K� ��	�� C��	�� 	� $�	�� ������� �������� (���� $�� "��� *��� !���%  !��K( % 9��1(3%
�937�

�9� F�?� 6��������� 0� ��� ���#��� ����	�# -�+��� �� �	��������� �� -� ������ 0���� %�

����� $��
� ����% �% !.,1,/% �9./�

��
 ����� ���	
����� ��� ��������� � ��	���� ���� 	�����



��

��������		
��� ����
�	�
�
��� ������	 �� �����
���������	 �� 	����
��

���� ���������
��

�� ���� ����	 ��
���
 ���� ��� ���	�
	 	���������� ��
�������� �� ������ �
�����
���� ���� ������ 
���� � ������ ��� �
 ���� ��� ����
��� ������ ������
��
����� ��	��	� �
����� �
�� ���� ���� ��� ����
��� � ���
�� ������
����� ����
� � ��� ��	 ��� ����� �����
 ���
��������� ���� �
��� ���
 �������  ��� �� ���
��������
� 
���� �� ��� ����

!�� ����������� �� �����	 ��
�������� ��
 ��� �
����� ��� ����	 ��� 	�"������ ��	
� ��  
��� �
������� ����
�� � ������ ������
����� ��������
 � ��������
�	 �� � ��
����
�� 
��� �� ����
�� �
����� 
�� �� �
�� ��� �������� �� ��
����� �� ����
�� � �	���
����� �
����� ��� �
�� ���� ��� #�� �� ������
����� #��	 � ��������
�	�
�� ��� ������
 �� ���� 	��� ����� ��� ����	 ���
����� �� ������
�����

�
������  ���
���� ��� � ����$��	 �����
 ���
� 	���������� %�
 #��	 ��������&
� ��	 ��� �
��
� � �
� ��� ��
������ '��� ��
�������� ���� ����� � �� 	��� ����
���� ������
�������� � ���� � ���
 ������
�������� � �� ����
� (�����
� ����
�� ���� $�	 � ���� ��� ����
�������� ��	 ���� �� ��
� ���� ������	 �� ��� ��������
���	����� �� ��� ����	 ����� ���� )�
 ��� 
���� ���� ����
�� �� ���� �����	
�� ��� 	���������� �� �������	 ���	
�
��� �
���	�
� �� ����� ��� ��������� �� ���
����	 ����� ��� %�
 *���+ ,�-*
�..� ���	�����& � �
��$������ ���������	� / ��
�
�� ��� ������
 ���� �� 	�����	 �� ��� ������.�	 �����	�

���� ���
���
� 	���		 �� 	��
�� ���		��� �� ������
�����

!�� ���� �
����� �� ��� ����������� �� � 0���	�
	� 	���������� ��
�������� ��
������
����� �
 ���
�� ������
����� �
����� ��� �� ��� 	���
�������� �� ���
���� �
� �
 �
��
� ����� � 
�����	 �� ��� �������
�� ��
� �� ��� �
��� %��

���
���� ����
���&� )�
 ��� 
���� �� � ���������� �� ���
��� ��� �
�� ��� �����
�
� $��	 ��	 �
��� �� � �� ��	����	��� ��
������ 1�� ��� 0�����
� �������� ��
�
�� ��� ���� �
� �
 �
��
� �  ���� ��

� � 2
3 �� � �� � ��
� � � 2

3�
!� �24�2�



���
� � ��
 ���  ���
�� ��
���	��������� ���� �� �
� �  ���� ��

� � 2� 2� 2� �� �� �� �!
)�
 ���
���� ��������
 ��� 0�
��
�� � 
�����	 �� ��� �������
�� �
���� ��� �� ���

���, ��	��� �� ��� ����
���� � � !���

�� � �� � �� � �� � �!� �24�4�
�� �

�

�
�24�3�

)�
 �� ������
����� ����
��� � � � �� � ���� ��	 ��� �������
�� �
��� � �����
.�
��

!�� 	������
�� �
��� �� � 	�$��	 ��

�� � �	 2
3��� � �	 2

3��
!

� �
� � ��� �24���

���
� �� � � 	������
�� �
�5������ ���
�� ����� �
��� ����� ����
 ��	 �� 6����� 4�
�� ���
���� ��������� ��� 	������
�� �
��� � 
�����	 �� ��� 	������
�� �
� �� ���
���
 ��	��� � �

�� � ��� � 4����
� � 4� �� 	 2

3��
!

� �
� �24���

���
� ��� 	�� ���� ���
��

�� � 2
4

4

4

4

2

2

2

�
���������

�
���������

� ���
�	���	 ������ �� ��� �����
 ��������� / 	������
�� ��
� ��
 ��� ������ ��	���
�� �� ���
���� ����
��� � �
����� �

�� � 4� �� 	 2
3��

!
� � �24�7�

��
 ����������� �� �
���� ���8���� �8�������
!�� ����� 
���������� �
� ��� �� ����
���� ��� �� 	���
����� ��� �
� �
���


������� ���� �� 9�����
 4 ��	 �-7� ���� ��� ����
��� ��
�����
 
�����	 ��
�� �

� � 	

4 2� �� �

� � 	

3 2	 4�� �
�24�:�

��	 ��	��	 ;8 %24��& ��	 %24�3& ��� �� ��	 �� 	�$�� ��� ���	�
	 � ���
�� �� ��
����
������ �����
�

���� �������� 
�������		
��� ��	�
�
� !�"� ����#

�� ��� ����	 ��
� ����	�
�	 ���� �� ���� �� � ��
����� ��� 	���������� � ��	 ���
�
��
� ��

��� ��������		
��� ����
�	� �
��� ������	 �� ����� ���������	 �� 	����
��



<�� ��� �8�����
��� �8������ %22�44& � 
��
����� ��� %24��&� �
����� � � ��
��	����	��� ��
������ �	

�
��!��� 	��

	
�
��!� � 	�	

	
�
��!� 	�	

	
�


��!�� 	� � � �24�=�

��	 �� �		����� �� ���� ����� � ���, ��
� �� ;8� %24�3&� �����	
�
��



�!�	 �

�

�
	� � � �24�>�

���� � � ��� ��	����	��� ���
��������� �� � ��	 � �

� 
 �� � ���� ��	 � 
 �� � ���	 �24�2��
����	������  ��� ��� ����	 ���
��������� �� ��� ��
�


 �

�! 	�

 �

��

�	

� 
� 2

4

� 
�24�22�

���
�


 �
	
�
�!�� � 	� � �

	
�
�!��� 	�

� �
	
�
�!

�

2

�
�� 	� 2 �

	
�
�!

� � 	��
	
�


�!
�
�� 	� 4 � �

�24�24�

�� ���� ���� ��
 ������
����� �������� ��� �8������ �
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	� ��
��
�� ;8� %22�2�& ���� � � � %� � � �&� ��� ��� ��
�������� � ����� �� �
������ ����
� �� � �� � ����� %�
 � � ���&�
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�������� �����
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  ���
���.�	 �� ?��4 ��
 �����
����

Q 4/1

nu = 0
np = 0
(pass)

Q 8/4

= 0
= 3
(fail)

Q 8/3

= 0
= 0
(fail)

Q 9/4

= 2
= 3
(fail)

Q 9/3

= 2
= 2
(pass)

T 3/1

nu = 0
np = 0
(pass)

T 6/1

= 0
= 0
(pass)

T 6/3

= 0
= 2
(fail)

T 10/3

= 2
= 2
(pass)

(a)
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� �� �
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����	 @�� ;8� %22�2=&A

�� � �� �24�23�

nu = 2
np = 5
(fail)

T 3/1

= 7 x 2 = 14
= 5
(pass)

T 6/1

= 7 x 2 = 14
= 17
(fail)

T 6/3

= 19 x 2 = 38
= 17
(pass)

T 10/3

Q 4/1

nu = 2
np = 3
(fail)

Q 8/4

= 5 x 2 = 10
= 15
(fail)

Q 9/3

= 9 x 2 = 18
= 11
(pass)

Q 8/3 Q 9/4

= 9 x 2 = 18
= 15
(pass)

nu = 5 x 2 = 10
np = 11
(fail)

(b)
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(a)

(b)

u variable (restrained, free) 2 DOF

p variable (restrained, free) 1 DOF

T 3/C3

nu = 0
np = 2
(fail)

T 6/C6

= 0
 = 5
(fail)

T 6/C3

= 0
= 2
(fail)

Q 4/C4

nu = 0
np = 3
(fail)

Q 8/C8

= 0
= 7
(fail)

Q 8/C4

= 2
= 3
(fail)

Q 9/C4

= 2
= 3
(fail)

T 3/C3

nu = 2
np = 6
(fail)

T 6/C6

= 7 x 2 = 14
 = 18
(fail)

T 6/C3

= 7 x 2 = 14
= 6
(pass)

Q 4/C4

nu = 2
np = 8
(fail)

Q 8/C4

= 5 x 2 = 10
= 8
(pass)

Q 9/C4

= 9 x 2 = 18
= 8
(pass)
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(Bubble function)

nu = 2 np = 0

(a) +

nu = 2 np = 0

+

OR

(b)

(Bubble function)

nu = 2 np = 2

+

OR

(c)

(d)

(Bubble function)

+

nu = 2 np = 2
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1
2

Load

Triangle 1

Only vertical
movement
possible for
no volume
change

Triangle 1

Only horizontal
movement
possible for
no volume
change
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6/1 γ = 4 4/1 γ = 2

10/3 γ = 3 9/3 γ = 2.66

6B1/3 γ = 2 9/4 γ = 2

6/3C γ = 8 9/4C γ = 8

3B1/3C γ = 6

(a)

(b)
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���������� ���
���	 ��
��
����� �� ��� ����� ��
 �
� ������ �

)�
 �
����� �� ����� ��� � %����
����& ��
����� � ����������� ����
������	 %�&
��� �
 �����  ���� ����� ���� � 8�������� ��� � �!� �
� ��� ����
�������
��������� �� ��� �

�	������ ��
��

/ ��
� ����
���� ��
����
� �� ��� �8��������� 5�� �
���	 ��
 %���
��& ������
�
����� ��������
 � ���
��	 �� �� ���� ��� 
���	 ���
��� �� �
	�
 �� ���� 
���� 
��
����� ���� ��� �����
 �� 8��	
���
� ����� %��.� 9�����
 >&� "�� �
�� �����
�������� ��� ���	�� �� ���������� ��
��� ���
������ �� ��� � ������
�� ����
��
	��
��� ���	
�
�� ���
��� ������ ���� ����
��� ��� ���� 
�������
�� ��� ���� ���
� ������#
���� 
� ������ 
��������
	�� �
����
��� 
� ��������$ ���� 
� ���� 
�������
�� 
�
����� !�� �� ���
��	 �� ���� �������4�	47 ��	 '���� ��	 K��	���4: ����
����  ��	 ��
��
����� ���� ��� 8������ �
��� ��� 1���
�������� ��� �� � �
	�

������� ��� ����
 	�"������ ��	 �
� ��	�� ��	 �� �
�������

/ $��� 
���
, �����
� ��� �� �� 0
�	���	� ���� 
����� �� ��
������
 ��	 ��
������.�	� ����	� �����	 ��  ���
��� / �� ���� ������	 ��� �� '��� 22�3�2 �� �
������ �� ��� ��
� �� ������ ������ 
���� ��
 ��� ��
���� ���
�	�� %� �� ���
�
���� �������& ���� ���� � ���  ���
�� �������� ���	����� �
� �������	� �
���	�� 
��� �� ��� ������
�� �����
��� �
� �����
�� 	����	���� <�� �� ���
� ��� ������
��
���
�	�� %� �� ��� �
���� �������& � ��� 	���
������ �� ��� ������

!�� �������� ����
 ���� ��� ������� ���� �
� ����������� ��	 ��
 ��� �������
�� ������
����� �
����� ��� ����� 	� ��� �� ��
 ����	 ����� ���� ��� � E=C�
��	 E>C� �� )� � 24�2� �� �� ��,� ��� �����
 �����
 �� ��

����	 �� ��� ���� 
���� 
����� ���� ���� ����	 ���������� � $��	� ���� � ��� ��

)� �
� 24�: �����
��� ��� ����� �� �� ����������� �������� ��� ����� #��
��
�� � �� �
�$�� - � �
����� ���� ���� �	������� �8������ �� ���� �� ������
��
���� ���������� (�
� ������� E=C�� E=C3� E>C� ��	 E>C3 �
� �����
�	 ������ �
���� ��� ��� ���������� ���$� ��� �������� 
�8��
����� �� ��� ����	 �����
���� /�� ������� �
� ����	 ��  ��� � 
�������� �������� %�& $��	 ��� �
��
�
�
� ���������� ���� ��
 ��� ��� ���� ���� ������� E=C� ������ ��  ��� 
����
����� ��� �� ������	�3

�!�� E>C3 ������� ����	 ������� ��
�������� 8��	
���
� ����� � ������� ������
�� ��
 8��	
�����
���

�� � ���
���
� �����
 �� ����� �� ��� ����	 ��
� ��
� - ��	� ��	��	� �� ��� �
����� ����� �� ���������


��������
 ������� � ��	 � %�� 6����� 4&�

��� ��������		
��� ����
�	� �
��� ������	 �� ����� ���������	 �� 	����
��
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� � 8��	
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 �� )� � 24�=�
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� ���� ������� ���,� � �� ���� �
������� 	�����
���	� � �����

	����	���� �� ��� ����
���� �8������ ����� ��� ������ �� �� ��	 8���� �F��������
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����� ��������� � ���� �� 
���
���� 4��

Orifice

CL
(a) Mesh of rectangular

 elements

(b) Pressure variation,
 element Q 8/3

(c) Pressure variation,
 element Q 9/4

(d) Pressure variation,
 element Q 9/3

(e) Axial velocities,
 elements Q 8/3, Q 9/4, Q9/3

(f) Radial velocities,
 elements Q 8/3, Q 9/4, Q9/3

(g) Axial velocities,
 element Q 8/4

(h) Radial velocities,
 element Q 8/4
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���
,�	 �� ��� 	�"������ ���	 �� ��� .�
� 	�� ���� ��	 ��� ���
���	
�����
 �� ��,���� %�� � ��& � �����
�	 ���� ��� �

�	������ ��
� %�� �
 ��&�
/  ���
�� ���
����� ��
� �� ������� � ������� ������
� ����� �����������


�	��� ��� ����4= �� ��� �� ���� ���������

����2� � ���� � ����� �24�3>�
���
� ���� � ��� 
��	��� �� ��� ����	 �8������ �������	 �

���� � �!���� 	 4 �24����
��	 ������ ���� ������� �� ��� $
� �8������� �����

����2� � 
	2�2 	 �����2�� �24��2�
�� ��� ����� � � � 0�����
 ���� ������
���
 ���
��� ��	 � ����� �� �� �"����� ��	

����� �� ���
!�� �� �
���� � �����
 �� ���� 	��
���	 ��������� �� 1.���4> ��	 �� ���� ��	���

������	 �� �� ������.����� ��������3�	3�

�� 
������� ��������� ��� ��� ��  
���	 ���� � ��
������
 ������� � ����	�
�	�

������ ��������� �������� ��� ����������
�� ����������

�� ��� ��� �� ��
� �
�� ;8� %24�22& ��� �
����� ���� � � �� ����� ��������
������
�������� � ����	� !�� ��
��� ���
��� �
� 	�$��	 �� %24�24&� 
������ 

$
�� ���/ 5  ���
����� %
�� 
����	���
�� �
����	 ����
�� � 		����� �� ���� (326 �������	� (�
	 ���%	
�
	��������	 �� �� ������
��� ��� ����� 
�������		
��� ���)
��� ��� ���	 ��� �
��� ���		��� ��	���	�
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�� 
 � �� ���
 %�
�������
�� ���� � �
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��
����	& ��	 �� � �����
� �� ������� �� �� ��,� ��
������ ���
� �� ��� 	� ��� �� ��� �����
 	��
���	 �� '��� 22�3�2� �
 �8����������
�� ��� �		����� �� � $������� ����
�������� ���
��� ��� 
������� 
 ��

�
 � 
�
	
�
�!�����!��	� �24��3�

�� ��� ����	 ���
�� �� �� ���� 
����� �������� ���� ��� �����
 �� 	����������
�
��
� ��
�����
 ����	� ���� ��� � �
������ �8�������� �� �
���� 

�
 � 
� ����! �24����
��	 � �����
 �� ��������� 9���
�� ��� �		����� 	�� ��� ���� � ��� �8������ �����

!�� ���
����� �� ��� �� �
���� %24�3>&-%24��2& � ��� ������������ ��,�� ���� ���
0�����
 ���� ������
���
� ���� ����� 	�$��	 �

� � ��� �24����
�� ��� ���� ��� ���
����� ����  ���� �

�	���2� � �	��� � ������ �24��7�
���
�

���� � �!����� �24��:�
��� 
��	��� �� ��� ������
����� ����
����� ��	

�����2� � �
	2�2 	 ��	���2�� �24��=�
�� ��� �
 ��� �� ����
�
���	 � ��� ��F�� ���
�� �� � ����
����� ����
��� ����

���, ��	��� � � �� ��	 ��� �
��� ��� �� ����
�
���	 � ��� ������� �		�����
�� �������
�� 0�������� �
��� 	�� ��	 �� 
�	��� ��� �������
�� �
��� �� .�
�� ��	��	
��� ����� ���
���� ��	 �� ��� $
� 
����.����� �� ��� �� �
�����37	3= /���
��������
��� �
��� ��� �� ������.�	 � �� ����	���� �� ��� �
� ���� �8������ %24��4& ��
���
����� ��� ��
� 	����� �
�� ���� �	� �� ��� ����	 ��  ��� %��� � �����
�����	 �� ��������� �������
�� ����&4=�3�
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���	�	 �
 � 	�$��	 �� ;8� %24���&�
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��� ����
�	� �
��� ������	 �� ����� ���������	 �� 	����
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����� � � ��	 �	��� � �

�� )� � 24�> �� ��� ��� �����
 ���� �� ��� ������� 	�� � �������	 �� ��� �� ���
���� 
���� ����� ��	� �� ���� ���� ��� �����
 ���� ������ 8���� 
���	 ��
 ��
 �
����� �� � � �2�3-2����
)�
 �����
 � ����� ��� �
��� ��� �� ������
���	 �� ��� 	�F�
��� �4= ��� ��


�
������� ��
��� ��� ����� �� �
���� �"�� ��
 ���� �
������ �����	�� 
����������� �� ��
 � �
����3> 9���
�� ���� �����
 ���������� �� ��� ������
��������
����
���� ��� ��� �� �������	 ���� �� ��� ����� �� �� � 0��
 � ���� �� ���,
��	��� �
 ������� ��
�����
� ���� � � 2��� ��
 �������� �� $�� ���
����� ��� �������
	�� � � 
�	���	 �
�� ��� ����� 2�	� �� 2�	27� ����� � �� ��� 
���	��F ����� �� ���
��
������
 �������
 ��	�
!�� 
��	�
 ���� ���� ���� ��� ������� ���
������� �
��� � 	����	 �� '��� 22�7 �

��	��	 � �����
 ������� �� ��� ����� ���
����� �
����
)������� �� 
����	 ��� 
��	�
 ���� ��� ����� ���
����� �
��� ���� ��� �8������

�� � ����	 �
������ /���
	�� ��� �� � ����� �F������ ���� ���� ��� ������� ��	
���$� ��� �������� ��	 ��������� ���	����� �� ��� ����	 ����� ����
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���+ 1��
�
)�� ������	 ��� 	��� �
��� �������	 �
�
��
��� 
�������		
�
�
� ���� ��	�

������ ������������
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��	 ��
���
 �� ��� ������
 ���� ���� �� ��� ��� $��	 �-� ������� 	�
��� �� ��� �������� ���	����� �����	 �� ��� ����	 ����� ��� �� ��� ������
�����
�����%�
 ��� *���+ ,�-*
�..� ���	�����&� (�
� �� ��
������
 �� ���� ��� �����	 ��
����� ��� 	���������� ��	 �
��
� �
� ����
������	 �� �� �	������� �����
 %��

�������� �����
 �
��� ��� �����
 8��	
�����
��� 8��	
���� �
��� ��� ����& ��	 ����
������� ��
 ���	
�
���
�� �� ��� ������� ���� ���� ���
�	���	�

!�� ��� ������ ������.�	 ������� ��� �� 	�
����� �������	 �
�� ��� ��
��������
�  ���	 �� )� � 24�3%�& �� ��� �
��� �� ���� � 	���������� 	�		�� ���
�	���	� �� ���
����
��� 	���������� � ���������	� ���� �� ���� � ����� ������� ����� �� �
�
��� ���
 ���� ���� �����
 	���������� ��	 �
��
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������ (�����
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��� !��
$
� ���� �
� � ��� ���
�	������ �� ����.�
� 	�� ���� ��
� �� �		�� � �����
8��
� ��
� �� ��� L���
,�� ��
��������� !�� �� $
� �  ���	 �� 9��
�����

��	 �� �����
 ���� *
�..� ��	 ���,�
���� �� 2>=��2 ���� �
�	���	 �� ������� ��
��� ,��	� <���
�� ��
���
 �  ����� ���� ���� �
����	 �� (� �� �� ���
������� 2>=7 ��	 2>=>��4	�� I�
� 
�������� �� ����
������ �
����� �� �������� 
�����
 ����
 �� ���� �
����	 �� H�M ����� �����  ��� ��� �		����� �� 	�� ����
��
� �� ��� ���
�	������ �� �������	 %�
�� 
������� ������ �� ��� ��
���������

!��
� �� ������
� �� ����
������ ��������� ���
�	���	 �� ���� ���� 
����� �� ���
���� ������
����� ��
��������� (�
� ���� �� ��� �� �
���� ���� ����	� ����
���	������ ���	����� �
� 
�����
�	� � ������.�	 ��
�� / �����
 �� ��� �� �
����
���� ���� 	����	 �� J���,�����. ��	 �� �� 2>>2�7 ��	 ��
� 
������� � ��
�
�"����� �����	 �� �����
�	 � � ����
�	��� �� � #��	 �������� �� �
����
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Variable u1
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(a)

Γl 
Interface frame

Ω1

Γ1
l

(b)

Ω1

Nodes defining v

u = v ≈ Nl v

Γ1
l
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�� ���� �������	 
��� ��� �������� �
 ���� ��� ��� ����������� ������ �
 ��� �����
������� �����	 ��	 �� ���� ��������� �� ���� ��� ����������� �� ���� �������	 ��
���� ����� ��������� ���� ����� ���� ������ ���� �� ���� ��������� �� ���� ������
���� ��� ���������� �
 ��� �����	���� �� ��������	 ��	 	�������	 ��� ������ �
����� ���� �������� ����	 � �������	� ��	��	 ��� �
 ��� ��������� �
 ���� �������
�� ��������	 ���� ���  ������� �
 �������� ��	 � ������� ����������� �� �� � ��
� ���������� ��������� �
 ��� ����� ������� 	���� �� ��
�� �� ���� ��������� ��
��	�
���� �� ����� ���� �����	�� ��� 	�������!����� ����� �
 ��� ����� �������
������������� ��	 � ���������� ��������� �
 ���� ������ �� ����������" �� 	������
��� 	������� ����� �
 ����� ����������" ��	�
��� ���� ����� ���������� ��	 �������
���� ����� ����������� #�� �������� ���� ���� ��� �������� ��������� ���� �� ���
����������� �
 ����� ����� ���������� ���� � 	�������	�
$�
��� ������	��� 
������ �� �� ��������� �� 	���� ���� �� ���� � ������ #��� ��

�����	�� �� � ��� 	�%������ ������ ��� ����� �������� ��	 ��� ����������� ����
#��� ��� ����� �� ��� ���� 
�������" ���� �� 	����������� ����� �� ���� �����	 �
��	 ��� � ����� ��

� � �� �� �&'�&�
�� � ������� ���" �������" �� ����	 
���� �� ��� ����� �� ��� ������� (����" ���	����� ��
��� ��������)" ���� �� � �� �������� � ��	 	������ �� ����� �� �����  ��������� ��

�� � �� �� �&'�*�
�� � �� �� �&'�+�

#�� ������������ �
 ����� ����� �� ��� ������ ����� �� , � (&'�&)-(&'�+) �� ���������
��� ���������� ��	 ������������ ������	���� .�� ��������" ��	�� � ����� ���	 ���
������ �� 	������������ ��	 �������� ���� � ������� ������� �� ��� ������� ��������
��� ���� � ���������� /������ ���������� ���� ����� ���� ��0������� ������� �����"
�� �� ���� �����" ������ ������������� ����� �� ������� �������� ��	 ���	���� �������������
	������ �� ���	 �������� .�� ���� ������ ������� ������� ������������ ����
�������� ������  ������� ��� �
��� �����	���	 �� ������� ��� ������
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#��� ������ ������� ���������	� �� 
��� �� ��� � ���� ���� �
 ���  ��	�����

��������� ���� �� �� ���� 	�������	 �� /��� +�4 �
 2������ + ��	 ����� �� ������
��� ������� �� ��� ���� �
 � ���
0�	����� �������� ��
.�� ���������� ������� ��� ������ ���� �� �	��������� 	����	 ��	 ����	�"
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�&'�1�

(���� ������ �� ���	 �� 2������ *)�
5��� � �� ����� � , � (&'�&) ��	 ��� �������� � 	����� ��� ������� ��

� � �� ��	 6� � ��� �&'�7�
��	 � �� ��� ���������� ������ (��� 2������ *)" ������ ��� ������ ��

� � �� ��	 6� � �6� �&'�4�
�� ����� 
�� ���������� �� ������ ������� �������� ��	 ��������
#�� ������ ���� �
 , � (&'�1) ��� ���� � ������� ������������� ��
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��� �
 ��� ���� ����� ��� � ��������	 ���� ��� ����� 	����� �� ���� ��	������
�� ���� ��	���	��� ���������
�� ���� ����

�����* �
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�����*� �&'�&'�

����� � ��
��� �� ��	���	��� �������� �� ���� ���� ����� ��� (�����) �� ��
�� ���� 
������ ���� ��� ������ ���� ����� �� ����� �
 ��� ��������" ��� �* ������

���� ��	 ��� ;</ ������ ����� ���� � ���� ������� ��������� ��	 ���� ����� ���
��������� �����������	�
�� ���� ����� �� �� �
 �������� �� ������ ��� 	��������� �
 2������ * (/��� *�1)

���������� ��� ����� �
 ������������ �� ����	 ����� ���� ���� ����� 
�������� �� ���
	����������� 
���������� �
 	����� �" ��� ������ �� ��� �������� ���� �
 ��� ��	��
������ #��� ��	�� �
 ����� �����	 �����
��� ����� �� ��� ������ ���� ����� ������
����� ��� ��������� ��� ������� 
�� ����0�����	 ������� ���� �� �����������" ��
�� �
 �������� �� ��� ��� ��� ���� ���� �� �������	 ���� ������������� ������
#� 	������ ��� �������� �
 ������ �������� ������� �� 	���� ��� ��������� �
 ���

������
� ������ ���� ����� (����������) ��

� � �����
����� � &::� �&'�&3�

�����

����� �
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�
�#�� 	�

�&
*

�&'�&1�

�� ��� ������ ���� �
 ��� ��������� �� .��� &'�& ��	 &'�* �� �����	�� ��� ������� ������
�������� �������" �� ��� ���� �
 ����� � ������ ����������� ��" �������" �������� ��
��� ������ �� ���� ��� �������� ������ ���� ����� 
�� �� � ��������� ����������	
� ���
��� ��	������� �
 ��� ������� ���� ��	 �
 � � ��������� �� ����� ����������
��	�� �� ��������	 ���������� ��� �������� �����
�� ���� ��� ����������� 
����� .����" ��� � ����������� ����� 
�� ������� ����������

��	��� �
 ��� ����� 
�������� ��� ������ ��� ���� �� ��� ������� ���� ����������� (.���
&'�&) ��	 ��� ���� ���� ��� ������������� ���	����	 ������� ��	�� �����" =��
��>?.����* �� ��� >?. (����� �
 	������ �
 
���	��) �� ������������� ���������
������������ �� �* 
�� � ���0	���������� ������@�
/����	��" �� ��� ���� ����� �� .��� &'�*" ����� ��� ����������� �� ����	�	 � ����	0

��� ��� ������" ��� ����������� ����� ������� 
�� �������� �
 ������ ��	��" ������
����� ��� ����������� (����������) ����� ��� ��� �������	�
#�� ������ 
�� ���� �������� �� ������� ��� �����������" ��	 �� ������� �� ��� �
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����� � �� � ����� ���������	 ���� ��� ��������� �
 ��� ������������ .�� ����������
������� � ������ 
��� :�3 
�� � ������ �����	 ����� �� :�7& 
�� � 8:� ������� #��
���� �
 ����������� ����������	 �� .��� &'�* ���������� ��� ����� ���������	 � ���
����������� 
�� ��� ������ �
 � ���	 �� ��� ���������

���� ��
������������� �� �
����� ���
���� 
�����

�� ���� ������� �� ����� �����	�� ��� ������ �
 ������ �� ����� ��� ��������" �� 	��0
����������" ���� ����� ���� �������� ������ �� ������� ������� �
 � ���
0�	�����
���	� �� ����� ���� ���� �� ���� ��������� ��� 	������������" �� ��� 
�������
�����
" ��� ���� ���������� ������	 �� ��� ��	�� 	������ �� ������� ��	 ���� ���
���	����� �� �������� ��� ��� ������	 �� ���� �������� ������� ��	��	 �� ���
	�������� �� ����� �� ����� ��	 ���� ���� ������ �
��� ������ ���  ������ �����
�� �����	��
�����	� (����" ��� ������ ������	 �� ����� ������ ���� �� ����� �����
	�������� ���� ����	�� ���� ���������)� 9�������" ��� ���� �
 ����� �������
�������� �����	 � ���������	 �� ������ ���� ������ �� �� ��� ���� ���� ����
���� ��� ������ ������� ��� � ���� ������� #� �����
� �	��� �� ����� ����� ���� �
������� ������ �
 �����	 ��	�� �� ��� 	���������

������ � ���	
��������� �������

5��� �� �����	�� � ������ �
 � �����	0��	�� � ������ ���� �� �� ���� 
�� ������
	�������	 �� 2������ + ��	 ����� ��� � ������� �
 ������ ���0	���������� ����
���	������ �� ��� 	������������ �
 �� ������� �� ���� ������� �����0�������� #���
� ������ ��� ���	��� � ������� ��
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���� ��� ���	��� ���	������ ������ 	������ ��� ������ �
 ��� 
������� 	 �� �
 ���
���	����� �� ��� ��	� �
 ��� 	������
A�� �� �����	�� � ������� ������ ����� �� .��� &'�+� 5��� �� ���� �� �����

�������� 
�� 	 ��	 		�	� 
�� � ���� �
 ������� �������� ��	 ��	����� ��� ���� �

�������� ����� ���� ������ 
��� � ����� ������� ����������� ����� ������ ���������
�� ���� �����	� ����	 ���� �� ��������� �� ����� ����� ����� ��������� 
�� 	 ��
��	�� (��� .��� +�')� #��� ���� ������ ���� ��� ����� 
�������� ������� ��� �����
�������� �
 ��� ����������� 	�%�������� � ������ (�����	�� 5) - � ���������
����� ������� 
�� , � (&'�&4) ���� � � : ��	 ���������� ����� 
�������� ���
���	� �� ��� �����" ���� ���� � �� ���0!��� ��	 ������ ����� 
�������� ��� ���	" ���
��	�� ������ ��������� ���� � ���� ���� �������� ���� ����� ���������" .���
&'�+(�)� .�� ��� ���	����� ����� �� .��� &'�+() �� ������ ����� 	������������ �

��� ����� ������� �������� 
��� ��� ����� �������� �� �� ���� ���� ���������
������ ���� ������� ��� ������� ��� ������ ������
�� ����	 � ���
�� �� ������ ���� ������ ��	 ��	��	 �� ���� �����	� �������	 �� ���

������� �
 ���0	���������� �������� ���� ������ ������	 ������ ��� �������� ���	 ��
� ���� �������� 
�� ���	����� (������� ��	 ��������) ���� ����� ������ ���������	 ��

��� ������� �������	 
�������� �� ����� ���������



��	��� 2������" 
�� ��� ������ ����������	 �� .�� &'�+() �� �����	 ������ ���������
���� ��� ������ �
 ���� ��������
B������� ���� ������ 
������ �� � ��������� ������ �� ����� ���� ���� �
 ������

��	�� �������� (����"  ��	����� ��������) ��� ���	 ��� �������� ����� ������� ����� ��
������ ����� �� ��� ��	 ��	�� �
 �� ������� �� ��� 	����� 
��� ��������� �� ���
�������� ��	��" �� ����� �� .��� &'�'(�)� #�� ��������" �� ���	�����" �� ���� ���� ����
� ������� �� ������ ����� ���������	 �� ��� ��� C����  ��	������ ������ 
��
���� ������� �� ��	�����	 �� .��� &'�'()� #��� 
��� ��� ������	 �������������� �
$�����&" ��	 ���� ������ ��� 
�� ������ ��
����	 �� �� ������ �������
�� ����� ��� ����� �� �� ��������� ������ ����D

(�) ��� 	������������ ��� ��� ������	 �� ��� ��	�� �
 ��� �������" �������� ���
��	�� �
 ��� ������� ��" ��	

(�) ��� ��� �������� �� �������� 
�� ���	����� �� �������� �� ��� C���� ������
���������	���" �� ��	��" �� ��� ���������� ���	 �� ��� ���������

�� ���� ������ ��� ��	�� �
 ��� ����������� �
 ��� 
������� �� ��� ���	����� �� ��� ��	��
������ ���� ���� ����� ����	 � ����������	 
��� ��� ����������� ���������� ��	
���� ���� ������ ��� ����� �� �����	��
������� #�� ������ 
�� ���� ����������������
���� � ����� �� ��� ���� ������� ����� �� �����	��� ��� ���	�� �� � �������
	�������	 � 5��������*
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���������� �
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�� ��� ����" � �� � ���
0�	����� �������� ��	 	 ��	 � ��� ��������	 �������� �

��������� #�� ����  ��	����� 
��� =, � (&'�&8)@ ������ �� ��� �������� �
 ������
���
0�	����� ��������
.�� ���������� ������� ���� ������� �� ����� � 5�������* ��	 ����� ���� ���
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	� � &
*

�
�
�	��� �#	��� 	�� &

*

�
�
��� �#	�	�� 	��

�
�
	��#� 	� � : �&'�*&�

�� �� 	 �� ���������

	� �
�
�
�	��� �#	��� 	��

�
�
	��#� 	� � : �&'�**�

�� ����� 	� �� ��� �������� ���������� #��� �� ��� �����

	� � � �&'�*+�
��	 �

�
���� �#	��� 	��

�
�
��#� 	� � : �&'�*'�

/��������� ��� ���� 
��� , � (&'�&8) ��	 ������ ��� �������� �
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����� ��� ���� ���� �� ��� ������ �� ���������� #���

�� � �� �������� �&'�*1�
��	 ��� ������������ �� � �������� �� ��� ������������ �
 ��
�� 
������ 	������� 
��� ��� 5������� ������� ����" 
�� ��� 	�������� ��	 � �

����0����� �������� �
 ��� C����-A����	��  ��	������ ������" �
 ��� �����������
���	����� ��� 	����	 � � ���������� �
 	����� �� &" ����� � �� ��� 	����� �
 ���
���������� ���	 
�� ��� ������� 
������� 	" ���� �������� ����� �� �����  ��	������
������ ���� � ���������������� #�� ������ ����� �� ��� ������ �
 �� �������
���������� ��������� ��� ������ 
�������� ������� ������� ���� ����� ��	" �����" �
 ���
�������� ��� ����� �� ��� ������ 
��� ���� ���� � ����� �� ���� ����� �
 ������������
.�� ��� ������ ��	�� ���������� �
 ��	�� �" ��� C����-A����	�� ������ ��������
����� �����	� ������ �
 ��������������� ��������� �� ��� ���� 
��� .��� &'�3 	��������
5��� �� ��	����� ���" ���" ��	 ����� ����� C����-A����	��  ��	������ ������� ���
����� ������� ��� ��������	 ����� 
�� ���	����� ��	 ���������
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������������� �� �
����� ���
���� 
����� ���



.�� ������ ���	 �� ���������� ��	 ���	���� �
 ���������� 
�������� �� �� �����
���� ��� ����� ����������� ������ ���� ����� �� ��� ���	��� ������ �� ����� ��
.��� &'�1 
�� ������� ����������� �������� �������� ���� ��� ��������� ������ 	 ��
	�������� �� ��� ���� ����� �� ����" �������" ���� ��������� ��	 ���� ������ ��
� ����	� �� ��� ����������� ��������������� �������� ������� #���� ��� ��������	
� <����+ #����� �� ��	 ���� ��������������� ������ 	� ��� ����� �� ���������"
��� ������ ����� �� .��� &'�1 ��� �������� �� .��� &'�1 �� �������� ����� ������
���� ��� ������� ����� �
  ��	������ ������ ��������� 
�� �������� �� ��������
(������ ��� ������ �����) ���%���� �������������� ��	 ��	 ����� �� � ������
������	��� �� ��� ������
�� .��� &'�7 ������������ �� �������� �
 � ���������� � 
��� �����������  ��	�����

�����	����� �������� �� ��� ��� ���� ��� �������� ������	 �� ��������������� ������
����� �������	 �� ��� ������� ������ ������� �������	 �� ���� �������� �� �� 
���
������� ���� ���� ���� ���� ����������� ���� ��� ��	� �� ����� �������	 ��	��
������ ��	 ��� �����	 �������	 � 5����� ��	 2������ ��� �����	 �� �  ����
��	��� ���	�' 5������" �� ����� 	������ ����� �������� �����	���� ������

p = 1

p = 2

p = 3

10–1

���� ���� ��� ����������� ������ �	 ����� ������ � �  ! � � "! ��� � � # ����� ����������
�������$��������

��� ������� �������	 
�������� �� ����� ���������



#�� ��������� �
 ��� �	�� �
 ��������������� ������ 
��� ���0	����������
�������� �� ���0	���������� ���������� ��� 
����� ������� 5������" ��� 
��� �����0
����������� �� ���� ���� ������������� 	��������� ������� �� ���� �����" �������"
���� ������� �� ��� ���0��	�� C����-A����	�� ������ ����� ������ ��������� ��	 ��
������� ���� ��������������� ���������� �
 ��� ����������� ������ �������� �� �
���	 
�� ���������
�� ��� �
 ��� ���� 	��������� �� ���� ������	 ���� ��� ��������� ������ 	 ��

	�������� $�� �
 ���� 	���������� 	��� ��� ����� ���� ��� ��������� �
 ���������������
������ ��  ����������� 5������ ��������� ������� ��� ����� �������� ������� ���
�������� ������ 	����	 �� �����
.������" �� ��
�� ���	��� �� ��
������� 3-8 
�� ������� �� ��� ����������������

���������� ��	 ��� 	������	 ���������

���� �������	 �� �������� �� ��������

�� ��� �������� ������� �� ���� ����� ���� �������� �
 ��� ���	����� ��	 �������� ��
���� ���������� ������ �� ��������� ������� ��	 ��������� � ������ ��	�� ��������
���� ���� ������ ��� ���������������� 5������" �� ����	 ���� ���� �� ���� ���������
��������  ��������� ��������� ������ ���� ������� 
�� ������� �������� ��������" ��	
�� ���������� �� ���	 ���� ������ �������� ���	����� ��	 �������� ���� ��� ������
���� �� ����� ������� ����� ���� �� � ��������	 �� ����� ���������� �� ���� �����	�

O (h2)

O (h2)

O (h2)

O (h2)

O (h4)

O (h4)

O (h4)

O (h3)

O (h4)

O (h4)

Optimal error O (h2(p – m)+ 2)
Minimal quadrature O 
(h2(p – m )+ 1)

p

O (h2) ≥ O (h2)

≥ O (h3)O (h4)

1

2

���� ��� ������ �������$������ ������� ��� ������� ����������� ����� 	�� ���� �% ���������

�������	 �� �������� �� �������� ���



����� ��� ���� ���� �������� ���� ����� ������ ����� ����	 ��� ���������������
����� ��	 �������� ���� ��� ��	� 
��� ��� �������� 	��� �� ����� � ��������
������� �
 �������� ����� �� ���� �������� �������� 5��� �������� ��� ���������
��	� �� ������� ��� ��	�� ������ �
 �������� ��	 ���	����� 
��� ����� ������	
���������� ��	 ���� �� ������ ���� ���������� ��� ������� ��� ��������	 �������� ��

��� ������	 � ������������� �� ��� ���� ������ �� ��� 	������������

�� � 
	��
� �&'�*7�

������ �����	� ��������	 � ������� ���	 ������ 
��� ��� �������� �
 ����� �������
������������ 
�� ���������� ��������" ����� �������� ��� ������	 �� ��� �������	
(�������� ������ ����� 
�������� ���� ��� ���	) ��	 ���� ��� �������� ��� �������	
�� ��	��� �� ���� ��
����	 �� ���� �������� �� 2������ '� 5������ ���� �� ��� ���
��� 
�� ��������� ��	 
�� ������ ��	�� �������� ���� ��������� �� ���	� ����� 5���
����� �����	���� ���� ���������" 
�� �������� 5����� ��	 2������' ��������	 � ���0
��	��� �� ����� �������� �� ��� ��	�� ���� ���������	 � ������������� ��� C���� �����
������� � 
������ ����������� �
 � ������� ���	 ��� ��������	 � $������� ��	 9	��&:

��� ���	 ��� �������� �� ��� ������ ����� � , � (&'�*7) ��	 ������	 ���� ����� ��������
�����	 ��������� �� � ����� � ���� ����� ��� ������ ����� ������� ��������" �����
��� ���*
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����������� #����� ���� ��� � ���������� ���� ��� �	��� ��������	 �� ��� 5�������
������� �� �������� ��� ��	�� �
 ����� � ���� ����������� ��	 ��� ��� �����	 �� �
������ ����� ��	 ��������" ���������� 
�� ���� ��	�� ��������� �� ���� �����	�
	������	 ���� �����	��� �� ��� ������� �� ����	 �������� (��� /��� &&�1) ��	 ����	
���� �� ����� ������� �� �� ��������� �� ������ � ������ ���� ������� #��� ��� ���� �
�������	 ������� ���� ���� �
 ��� ���� ������ �� 	�������� 5������" �� ��� 
��������
������������ �� ���� ���� ���� ������ �������	 ������� ��� � ������	 � 	����� ����0
������ ����������� �
 ��� ��������������� ������� 5��� ��� ���� �����	 �
 ����������
�� �����	 �����	��
������ ���	� ��	�
����&&�&+

���� ��
������������ 
���" �������	 # �$�

������ �������� ��� ���
���� ��
 ����

�� ���� �����	� ����	 ���� ��� �������� ������	 �� ������� ������ �� �� �������
������� ��� ��������������� �������� (����" �������� �� ��� ���� ���� �� 	�����������)
��	 ���� ������ �
 ��	�� �����&�� � 
����� ������ �����	��� 
�� �����!��� ����
������	 ������ ����� �� ��� ������� �� � ���� �
 ��������� � ��������� �
 ����
������ � � ���������� �
 ��	�� � ������ � ���	� �� �������� 
�� ����� ��� �����
�
 �������� ������ ��� � ����� �� ������� ���� ��� ����� �
 ���������� �� ���
����������� �� .��� &'�4 �� ���� ������� ���� ������� ���� �������	 �����	 �
������� ������ ��	�� #�� ���� 
��� ��������� ����������� �������� ����� ��� ��������0
������� ������ ��� ���� 	����	� #�� ���� ��� ���� ������� �
 ��������� ����� ��� ���
�������� ������ ��� ���	 ����� ��� ��� ����������������
�
 �� ������ ��� ���������������� �
 �� �� ������� ������ � �� ���� ������� ���� �� �� �

������ ������ (����� ���� ����� ��� ��������������� ���� ���� ��������� ���� ��� �*

����������) �� 	������ �� ���	� �� �����	��
������ �� ��� ������ ������ ��� �������� #��
�����	��� �� ����������	 
�� ��� 	��������� �� .��� &'�4" ����� �� ����� �����	��
�������� ������� (��������� ��� �������� �� �������� ��	��) �� ������
�� ��� ��������������� ����� ��� ������ �
 �� ��� �������� �� ��	�� �� & (��� � �� ��

���� ���������)� 5������" �� ��� ������ ����� �� ������������� ����� � � ����0
������ �
 	����� �" ���� �	������� ��	�� �� ����� ��������� �� ��� ����� 
������� 
��
	�����������" ����� ��� ��������������� �������� ���������� �
 ���� ���������� ��
��	� �� �� ��� ��������������� ������ �� � ����� � ���� �������
#��� �� ������	 
�� ���� ��������� ��� �
 �� �� 
������D ������� ��� ��������	

�������� ��

��� � �� � &� �� �� � � � � ��	 
�
� � &� *� � � � � �	 
# �&'�*4�
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9-node elements 12- and 16-node elements

Element
patches

Ωs

Element patches Ωs
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points
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 �� ���������� ���� ������� �� �������	 ����
, � (&'�*7)�
�� �����	 � ����	 ���� �� �������� ���	����� ��	 ��	��	 �� �����
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 ��	�� �� & 
��
������ ��  ��	����� ��������� .�������� ��� ��������� �
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�� ����

Material I Material II

Interface

Patch assembly node for boundary interface

Recovered boundary and interface values

���� ���& ,���$��� �	 �������� �� �����	��� ����������

��
������������ 
���" �������	 # �$� ��	



������ �
 �" ����� �� ����� � ���0��	�� �������� �
 ����������� ���� 
�� ���� ��	��
�������� (����� �� ������ ��	�� ����������� ��� �������	 �� ��
������ &')� #��� �����
	��
�����	� ��� ��� ������	 ���������������&3 �������� �� �� ��� ������	 ����
�������� �
 ������� ��!� ��� ���	" ��� ��������� ����� ����� �� .��� &'�&* ��	
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�� ��� ���� �
 �����" .��� &'�&*" � ���	 ������ �� �����	 �� ��� 	��������� ����� �

���� ��������� ���� 
�� ����� ��� ��������� �
 ��������������� ������ �� ���� ��
����	
�������������� #�� ���� ����� ����� �� ��� �� �������	 ���� ��� ����� �
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� � ���& � ���* � ���+ � ���' � ���3
� �# �&'�4:�

�� �� ���� �� ����
� ���� ����� � ������� ��� �������� 	����	��� �� ���� ���������
	��������	 �� �� �� �������� ��������� � �����	��� �� ����� �� ������� ���0
������� �������� �� 	������	 �� 
�������*+�+:�+4 .����" � ���������� �������� �: ��

���	 � ��������" 
�� �������" �3�� � :� /����	��" ��� ���������	��� �����������
� ������

	� � � �&'�4&�
���� � � �&� �*� �+� �'� �3	 
# �� �����	 
�� � ���0!��� ���������� �������� ���� ��� ������
�
" ���������	��� �3�� " �3 � &� �� �� ���� �� ����
� ���� �� �� ������ & �� �& 	�� �� ���
��������� �
 	� �� ��� ������� ����� �����	���	 ���� � � &� &��&��&� &	 
#�
#�� ���� ���������� �������� �
 , � (&'�77) ����� ��� 
���

� � �: � �� �&'�4*�
����� ��� �������� � �� 	��������	 � ��� ������!����� �


� � �#� �&'�4+�
#�� ������!����� ���	����� �����

� � � �#�:
�#�

�&'�4'�

#�� �������� ����� ��� ��	�� ����� ���� 
�� ���� �	�� ��������	 �� ��	� �� �� ���
������� ������

*�"�� ����� ���������� # ������� (��� ���"�� �	�



$���	��� ��	�� ��	 ����� ������	 ������� ������� ��� � �����	���	 �� ��� ����

������ ������ ���� �� ��� ���� ��� � ���" ��� ����� G��" 
�� ��� ������� �	�� ����
���� �
 ��� .�� �	��� ������	��� ���� ��" �� ��� ��� ���� ���� �� ��� �����0���	 ��	�
�
 , � (&'�17) � !���� $� �����	����� ���� ������ ��	� �
 ��� ���� ��	 ���
���������	 ������� �����" �� ���� � ��� �� 	�������� �� ��	 �� 
�� ����� �	��"
���� ��� ��������	 ������ G�� ��� �� ��� ������� ���	��� �� �������	� #��
�����	��� 	������	 ���� 
�� ���������� ��� ������ G�� �� � ��	�
��� �� �������
��������
�� ���� ���� ��� ���0��� ������ �
 ��� �������� �
 , � (&'�77) ���������� ��� ���0

��� ������ �
 ��� � �������� ������ �
 ��� ������� ����	����� #�� ������ �
 ���
�������� �������� �� ������� , � (&'�77) ���� ��������� �%��� ��� �������� �
 ���
��������	 �������� ���" ��	 �����
��� ��� �������� �
 ��� ����� ����������
#�� ����� ����� ������ , � (&'�1') �� ������� �����	 � � ������ ��	�� (����" �� &

�� ���� �� *) �������������� #�� �������� �
 ��� ������ �� ���� �������	 �� ���
������� � ��������	 ����� ��������� �������� #�� ����� ����� ��������� ������ ��
������	 ������� , � (&'�&3)� #�� ����� ����� ��������� ��� ��� ����� �� �
�� ����� ���	 �
 ��� ����� �����"+' �������� �� �� ��� � ������� ���� �� ����� ���
������������
�� ���� ����� ���� ���� ��� �������� �����	 �� ��� ��� �� ��� ����������� �


�������� ����	��� ����� ����������� �� ��� � ����� ���� ����� � �������� 	������	
�������� �����	 ���� �
 ��� �������� ����	��� ����� ���������� �� ����� � ��������
���" �� 
���" � 	������� 	�����	 
��� �������� ���	 ����� �����������+8�': >��������
���
������� �
 ����	��� ���	 ����� ���������� ��� �����	 � $���N �� �� ���+3�+7 ��	
�������	 ���� ���� �
 �������� ���	 ����� �����������

���% +�	�
����� (�"������ �� ��(������� �� �����
���������� # �"� ,�(��-.� 
���" ����

�� �� ���� ����� ���� �������� �� ����� ����������� �
 ��	�� � ��� ���	 �� ���������
��� ������� � ���� �����	��� ������� ��� ������ 
�� ����� ��� ����� �������� �� ����
	����	 � ���� � ����������� ��	��	 ��� ����������� �
 ���� �������� �� �� ���������
���� �
 ��� ������ ����� ����� ��� �� � �������	 � ��� �������� �� ������ �����������"
�� �� ���� 	�������	 �� 2������ &:�
#��� �
 �� ��� ���������� �� 	�������� ��� ����� �� � ������� ������ �������� ��

���� ��	 ���� ���� ����� �� 	�������	 � ����� �
 ��	�� �� &� #�� �������� �
 ���
����� �� �� ����� �������� �
 ��	�� �� & ���� �����
��� 	�������� ��� ����������
�������� ���� ��� ��� ��!� �
 ��� ����� ��	 �
 ��� ��� �������� ���	� �� !���� �

��� ����� �� ������	 �� � ��� �
 � ��������� ���	" ��� �������� ���� �������	
�� �� ����� �������� �
 ��	�� �� & ���� ���� ��� ����� ���������� ����� �
 ��� �����
������� ��������� #���" ��� ��������� ��� � �������	 ���� ���� ����� ����� ��	
��� ���������� �%�������� ��	�� ��� � ���������	� .����� &'�&1 ����� ���� �
��������� ����� �
  ��	��������� �������� ����� �������� ��� ���
������� 
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 ���� ��������� �������
�� ���� ��	��	 ����� ��� ���� ��������������� �������� �����	���� �������

���� ������ ��	�� ��������� ��	 ���� ���	� �� �� �%�������� ��	�� �
 ����� �� ���
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	������ ���� ���� ��������� ������� 
�� ������� �������� �
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�������� �� 	�������	� #���" �
 �� ��� ���������	 �� ������� ��� 	�%�������� � ������

��	� � � � : �&'�43�
����� � �� � ������ 	�%�������� �������� �
 ��	�� *�" �� �����	�� ���	� ���������
(�������� ���������) �� ��� ����������� � ������ ( � � :) �
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��� � ���� ���	 � � �� &�� �&'�41�

#�� ���	��� ���	������ ��� ����� ��
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� 	���� ��	 	�������

� 	���� �&'�47�
����� �� ��	 �� ��� �����	� �� ��� � ��	 � 	���������" ������������ (��!� ������������
/������ 8�&4)� �� �������" ��� ��	���	��� ����� �
 , � (&'�41) 	� ��� �����
� ���
	�%�������� � ������ ��	 �� �� ��������� �� �����	�� ������ ����������� �� ����� �
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�� � �� �&'�44�
#��� �������� ������ �� ��� ���� 
�� ���	������ � ����� ���� �� ����� ��� ���	���
���	������ ��� �������	 �� � �����	�� ��	 �� ������� �������� ������� �� 	�� #��
������� �������� ����� ��� � �������	 
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#� ������� ����� ��	 ����� ���	� (� ��	 �) �� ��� ������� �%�������� ��	����"
��� ������� ����������� �
 ��� �������� �������� ���� � �����	���	� #��� ��� �
�������	 � ������������ �� ����� ���� �
 ��� ���������" 
�� ������� ��� �* ���� �

��� G�� (�� ������)
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��� � ��� �# ��� � ��� � 	� � ��
� �#

�#�����
� �&'�8:�

�.�� ���������� ���� ������� ��� �����	�� ���	��� ���	������ ������� ����	 ����������

���� ���� ,������� ���� �	 ��������� ��� ������������� ���������
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��� � ��� �# ��� � ��� � 	� � ��
� �#

�#�����
� �&'�8&�

��	 ������� ��� �����������

�#�����
� � *�#�����

� �&'�8*�
�� 	�������� ��� ������� (����� ���	) ��	 ������� (����� ���	) �%��������
��	����� .������ 	������ �
 ��� ������� �������!�	 ���� ��� ����� �� $�������	
��	 H���������!*&�** ��	 � H���������! �� ���'*

#���� ���	� �� ��� �%�������� ��	�� ��� ���� ���
�� 
�� ��������� ������� �����
���������� ��	 ����� �������� 
�� 	�%����� ���� ��	 ������� ��������� 5������" �
������ ��������� �����	 ��� ���������� ���� ��� ���� ��� 	�����	+3 ��	 �� ���
�� ��
� ���	� �� ��� ��������� �
 ��� ���������� ���������

� � ��� �&� �� � �&� � �� �&� &

�
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�&'�8+�

� ����� ����� �
 ���� ��	�� �������� ��	������ � ���� ���
�������� 2��������� ���
��� �������� �� ���� �� �����

� � � � & �&'�8'�
��	 ���� �����

� � : �&'�83�
�� ��� ������ �
 ����� �������	 �� ��
������� +3-'& ������� ���������� ���� ���

�������	� #��� &'�& ����� ��� ������� ��������� ��	�� ����� �
 �� � ����������
����	��� ���	 ����� ��������� ��	 ��� /B; �������� ����� ��������� 
�� � ��� �

���������� ������� �
 ���������� ���������+7

#��� ���
������� ���������� ��  ���� ��������� ��	 �� ����� ���� �� ��� ��� �����
 ����	 � $���N �� �� ���+3�'& ��� /B; �������� ��������� ���
���� ���� ��	��	 ��
����� ������ ���� �� ���� ����� �
 ������� ��	�������" ���� 
��� ����������������
������ ��� �	���" �������������� ����� �������� ����������!�	 � � � : ���� �
������	�
�� #��� &'�* �� ���� ���� ������� ������	 
�� ������� ������ �
 ��������� ��	

���������� ���� ������ ��	  ��	����� ��������� �� ��� ����������� �������� ���	 
��
������� �
 ���� ���	������ ����" ��������������� ������ ��� ����� ��	 ��� �	���
������ �� ������	 
�� ��� ������ ��	  ��	����� ��������� �� �� ���������� ���� ����

����� ���� ;�������� ��	�� 
�� ��� � ��������	
����	���� (,;�$) ��	 /B; (HH0	�������) ������0
���� 
�� � ������� �
 ����������� ���������� ��	
������� ��������" � � *

,�������� ;�������� ��	��

,;�$ &:�*&
/B; (HH0	�������) :�:*

�	� ������� �������	 
�������� �� ����� ���������



���� ������ �� ���������� ����� ��� ����
 �
 ��������������� ������ �� ������� (
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� � :)� .������" ��� ;,B �����	��� ���� ����� �� ����	 ���������������� ������

�� ���������� ����  ��	����� ���������
.�� ������� ������ �
  ��	����� ��������� ��������� ���������������� �� ���

�������	 ��	 �� 	��� ��� ����� 
�� ������ ���� ���	������ �� ���������� ��������
5������" ��� ��������� ��	�� ��� ���� ����� ������ (� � :�&: 
�� /B; ��	
� � :�&* 
�� ;,B) ��	 ����� ���������� ��� �����
��� ���� ���	�

����� ���� ,%�������� ���	� ��	 ��������� �
 /B; ��	 ;,B �������� ��������� 
�� ������� ������ �

��������� ��	 ���������� ���� ������ ��	  ��	����� ����� 
������� (������	 �� ���� ���	������ ��	 ����������
�������)� ������ ����� � ������(�)O������(�) �
 �������� �� ����� �����	

A����� ��������� ��	 ���������� (���� ���	������O����������)

/B; ;,B

������ ����� ��� � � � � � �

&O& &�:::: &�:::: :�:::: &�:::: &�:::: :�::::
&O* &�:::: &�:::: :�:::: &�:::: &�:::: :�::::
&O' &�:::: &�:::: :�:::: &�:::: &�:::: :�::::
&O4 &�:::: &�:::: :�:::: &�:::: &�:::: :�::::
&O&1 &�:::: &�:::: :�:::: &�:::: &�:::: :�::::
&O+* &�:::: &�:::: :�:::: &�:::: &�:::: :�::::
&O1' &�:::: &�:::: :�:::: &�:::: &�:::: :�::::

P��	����� ���������� (���� ���	������)
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&O& &�:::: &�:::: :�:::: &�:::: &�:::: :�::::
&O* &�:::: &�:::: :�:::: &�:::: &�:::: :�::::
&O' &�:::: &�:::: :�:::: &�:::: &�:::: :�::::
&O4 &�:::: &�:::: :�:::: &�:::: &�:::: :�::::
&O&1 &�:::: &�:::: :�:::: &�:::: &�:::: :�::::
&O+* &�:::: &�:::: :�:::: &�:::: &�:::: :�::::
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&O4 &�:::: &�:::: :�:::: :�888& &�::+: :�::+8
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P��	����� ��������� (����������)
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&O* :�8811 &�:8+& :�:813 :�8338 &�:'4& :�:8*+
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&O4 :�8817 &�:8'+ :�:871 :�83** &�:1:+ :�&:4&
&O&1 :�8811 &�:8'1 :�:84: :�83&4 &�:111 :�&&'4
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�� .��� &'�&7 ��	 #��� &'�+ ���� ��������� ������ �
 ���������� ��	  ��	���������
�������� ��� �������	 �� ��������� ��������� �� �� �
 ������ ��� ������� �� �������
���� ��� ����� ���	����	 � ��� �%�������� ����� ����� #�� ������� ����� ���" �������"
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(a) Original mesh

(b) Mesh enhancement by subdivision (enrichment)

(c) Mesh enhancement by remeshing

(d) r-refinement of original mesh by reposition of nodes
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Base contour value = –0.365100
Maximum contour value = 0.852200
Contour interval = 0.060865(a)

Base contour value = –0.365100
Maximum contour value = 0.852200
Contour interval = 0.060865(b)
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Mesh 1
32 elements (9 d.o.f.)
η = 83.320% θ* = 0.431

θL = 0.383

Mesh 2
742 elements (346 d.o.f.)
η = 20.694% θ* = 0.943

θL = 0.864

Mesh 3
2710 elements (1313 d.o.f.)
η = 8.621% θ* = 1.036

θL = 0.971

(a)

Mesh 1
16 elements (9 d.o.f.)
η = 57.652% θ* = 1.064

θL = 0.803

Mesh 2
451 elements (414 d.o.f.)
η = 13.728% θ* = 1.155

θL = 0.994
θ* = 1.024
θL = 0.941

(b)

Mesh 1
32 elements (49 d.o.f.)
η = 55.742% θ* = 0.506

θL = 0.378

Mesh 2
744 elements (1421 d.o.f.)
η = 3.243% θ* = 1.063

θL = 0.604

Mesh 3
1406 elements (2765 d.o.f.)
η = 0.782% θ* = 1.044

θL = 0.633

(c)

θ* = 0.988
θL = 0.464

θ* = 1.178
θL = 0.634

θ* = 1.032
θL = 0.527

(d)

Mesh 3
1178 elements (1155 d.o.f.)
η = 9.897%

Mesh 1
16 elements (49 d.o.f.)
η = 30.061%

Mesh 2
331 elements (1265 d.o.f.)
η = 2.043%

Mesh 3
623 elements (2427 d.o.f.)
η = 0.857%
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(1.155)
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Theoretical
convergence

p = 1
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Aim 10%

Aim 1%

Bracketed numbers show
effectivity index achieved
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p = 1.0

Mesh 1: 27 elements (252 DOF)
η = 8.3%, θ* = 1.110

Mesh 2: 101 elements (876 DOF)
η = 3.1%, θ* = 1.057
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p = 1

y

x

(a) Mesh 1 (565 d.o.f.)   η = 9.75%

(b) Mesh 2 (3155 d.o.f.)   η = 4.85%
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Base contour value = –1.833000
Maximum contour value = 0.586500
Contour interval = 0.163095

Base contour value = –1.833000
Maximum contour value = 0.586500
Contour interval = 0.163095
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Mesh 1 (η = 16.5%, θ = 1.05, 728 DOF)

(a)

Mesh 2 (η = 4.9%, θ = 1.06, 1764 DOF)

(b)
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Percentage error in 
total energy

Exact

ε* = 7.8

By estimates

By ‘corrective’
estimates

ε = 3.6

ε = 6.0

Percentage error in 
total energy

Exact

ε* = 4.6

By estimates

By ‘corrective’
estimates

ε = 2.9

ε = 3.0

Ox

Ox

Ox

Ox Ox

Ox

Oy
OyOy

Oy
Oy

Ox

Oy

Oy

Ox

Quadratic d.o.f. (x direction)

Cubic d.o.f. (x direction)

Cubic d.o.f. (x direction)

Quartic d.o.f. (x direction)

Centre quadratic d.o.f. (x direction)

≡ Oxy

Ox

Quadratics on element boundaries 
not represented
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6-node element
Adaptive 

h-refinement

P = 1.0

Poisson's ratio, ν = 0.3
Plane stress conditions

50 50

50

50

Mesh 1 (120 d.o.f.)   η = 15% p = 2

(a) Original mesh
(1322 d.o.f.)   η = 0.97% p = 4
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(c) h-p refinement. 1% accuracy reached with 1322 d.o.f.

Mesh 2 (385 d.o.f.)   η = 4.67% p = 2

(b) Quadratic triangles for 5% error
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Mesh 1 (40 d.o.f.)
η = 27.0%   p = 2

Mesh 2 (228 d.o.f.)
η = 7.0%   p = 2

Mesh 3 (286 d.o.f.)
η = 4.0%   p = 2
(1104 d.o.f.)
η = 8.85%   p = 4

Poisson's ratio, ν = 0.3
Plain strain conditions

P = 1.0

–0.2

–0.4

–0.8

–1.0

–1.2

–1.4

–1.6

–1.8

–2.0

Lo
g 

||e
||

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5
Log N

50
40
30
20

10

5
4
3
2

1

0.5
p=4

p=3

p=2

1.0

1.0

1.0

0.356

10
30

50
100

250
500

1000
2500

5000
10000

30000

Number of degrees of freedom

6-node element
Uniform refinement

p-refinement

6-node
element
Adaptive

h-refinement

9-node element
Uniform refinement

R
el

at
iv

e 
er

ro
r 

(%
)

(d) p-refinement. 1% accuracy reached with 1104 d.o.f.

(a) Original mesh (b) First refinement (c) Second h-refinement
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�� 8&(�=)9� $��	�	�� �� ��� �� ���		 ��	������� 
����	�� ��	 ���	�� 	
	�	��	
������ �	 ���
�	�	�� ����	� �� �	 ��	�� ���� �	���12�1<
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��������� �

���������� ��	�	 ��	 ��� ���� �� ����� ��	
����� �	�� �-� ��� �	 ������	�
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4� ���	������	 �� �� ��������� ��	 ���	�
������� �� 	
	� �� 	��� ��	 ��

"�� � ��� ��- ��� ����� �� ��� ��-
� � �&(�=2�

���� ����� ����	 ����	
������ ��	 ���	 �� ��	 �������� ������������ �

	��� �� �	
�	��	� ��������	 �� ���� ����� ���	 �� ��	 
����	�� �� ���	�� 	
	�	����1< ��
.	�� &(�<�1 �	 ���� ������ �� ���	 	���� � �	�������� �� 	�� ���� ��	 
����	�
�� ���	�� 	
	�	���� ���	�	�� �	���	 ���� �� �	 ���������	 ��	 ��	 �� ��	 ��	���������
����	 	�	�	�� �	��� �� �� �

�������� �� ���%��	������� 
����	�� �� ���	��
	����������

���"�� %������	��� 	� ������ ����	���	$

�� ��	 
�	����� �	����� ��	 ���� ��� 
��������� ���	�
������� �� ��� ��	������
��� ���	�� $	�	 �	 �����	� ��	 ��	 �� ��	 ���	�
������� �� ��	� ��	 �	�������
�� 
����	�� �� ���	�� 	���������� ��� ���
������ ���� ��	 ��
���	�	�� ��	� ���

���	 ������ �� ������	 ��  ��
�	�� - �� 1 �� �����	�	C ���	�	�� ��	 ��	 ��
��	 ��	������� ���	�
�������� ��� 	����� �	 	��	�	 �� ���	� ����� �� �� ���	
��	���
��� � ��
���	�	�� ��	� ��	 ����	 	�	�	�� ������ ��� �	 ���
��	 �����

F#� 8-�-19� ��� ���%��	������� 
���	 ������ 
����	��� ��	 ������J��
���	�	��
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�	�� �� ��� 	�	�	�� ������ ������� ������ 
���	��	��
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	 ��������� �� #�������
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4 �	� �� 
���� �	��� �� ���� 
	�����	 �� ���	�� ��	 ��������� �� �������	��� �� ��	

����	 ��	������� ����� ��	 �	� �������� �� ��	� ���� ����� �� 	���� 	�	�	�� 
����	� ��
����� �� ���� &(�&=� ������ �	 
	����� � ��������� ���	���	�� �� 	�	������� ��	
����	� �� �	�� 	��	�����	� ��� 	��� 
����� ��	 �	����� ��� ��	��������� ���	�
�������
��	 ����� �� ����	 &(�!�
��	 	��	�
����	� ���	���	�� �	�	��� ���� ��	 ��	������� ���	�
������� ��� 	��	��

�	�� 	��	�����	� 8��	�� �
������ �	�� 	�	��� ��	�9 ���� ��� �	��	� ���������� ��

��� ��������	
� ������������	



��	 �� ��� 	�	�	���� �����	����	� ���� ��� 	�	�	�� �	��	� �� ����� ��	 ��	 �� �
�������� ���	 ������� ���� 	�	�	��� ���	 	��	�� �	�� ����	�� 0��	 ��	 �	�� ��� ��
�������� ���	��	������ ��	 ����	� �� �	�� ��	� �	���	� ����	�� 8	���� ������� ����
��	 ���		 ���� ��� ��	�9�
 ������	��� �	��� �	���� ���� ��� �	��	� ������� �	��� �� �
 �� #������� 
�����%

���� ��	� J ���� ���� ��������� ��	 ����	���	�� �� ��	 ������
4� � ���
�	 �	�� 
����	� ����� ��	 ��	��������� ����	 	�	�	�� �	��� �	 �����	� �

����	 ���� ����
 ���������� � �������� ���	 ���� ���	�	� ���� ��	 ���� �� ��	 ����
�
��	 ����
 �� ���K	��	 �� ����� 	��	����� �� ��	 �	������ ��	����� ��� �	 �� ����	���

(a) One element (b) Two element, a

(c) Two element, b (d) Two element, c

(e) Four element (f) Eight element

���� ����( ������� 	�
 �����
����� �����������

���� ���0 �������	 	�	�	�� 
���� �	���D :���	� �� �	��
	��	�����	�� ������� ���%�	�� ����	� �� ������� ����	
�� � -� J #������� ��	��������� �	���

A	�� :�� �	�� A��� ����	 A��� ����	

& < 1�<!1)F 	 )& -�)2()F 	 )(
-� 2 1�)(='F 	 )& -�&21!F 	 )2
-� 2 1�&'<&F 	 )- -�-(1=F 	 )2
-� ! &�2<-=F 	 )- -�!==!F 	 )(
1 ! &�)11(F 	 )- -�')-<F 	 )2
= ! '�22()F 	 )& !�1=&!F 	 )2

.	
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(a) 28 elements (b) 112 elements

���� ����+ 8��
�
���� ��������� ������� ��
���

(a) 28 elements (b) 112 elements

���� ����, 9����
����
�� ��)'����� ��������� ������� ��
���

��� ��������	
� ������������	



�� ��	 ������ �� �	��	���� ���� ��	 #������ �� ����	���	 �� ����� �� ���� &(�&'
�� &(�-)�
��	 �	��	� �� ���� &(�&' 	�
��� ��	 ��	��������� ���	�
������� �����	�	 ����	C

��	�	�� ����	 �� ���� &(�-) ��	 ������ ���%��	 ���
����	���� #������� �������	�
���� ��� 	��		� �� ��		�� 
	� ��	 8��	�� � �� �9� ��	 ���	���� �� ��*	� �� ���	��
	������ ����  � &))) �� 	 � )�-2� ��	 ����%���� �� ��	 ����
 �� &) ����� �� ��	
����%�	���� �� &= ������ ��	 ���	 ��� ����� 2�
��	 
����	� ���	 �� ���
��	 	�	��� 8����� ������	� �������� ��������9 ��	

����� �� ����	 &(�1 ��� ��	 ��	��������� �	���� �� ����	 &(�2 ��� ��	 ���%��	 ���%

����	���� ����������� �� �� ����	 &(�( ��� ���		%��	 ���	�� ���������� 	�	�	����
��	 ���%��	 ���
����	���� �	��� ���	� ��	���� ��	 �	�� ��������C ���	�	�� ��	

��	��������� 	�	�	�� �� �����	����� �	��	� ���� ��	 ���		%��	 ���������� 	�	�	��
�� �"	�� ��	�� �������	� ��	� ��	 �� ��
���	 ���������1<

���"�& ����	��� �� ����� '�	� �������$ ��������	 �
��	����

4 ��
���� 
����	� ��� � ��	��%����	 �������� �� ����� ��	 ���	����� 	#������� ��	
�	�	���	 ���� ��	 ��	��������� ����	 	�	�	�� ���� 	�����	 ����	� ���� �� ���	�

���� ���1 ���
����	���� 	�	�	��� >������ �	��	���
���	 ����	 ��	�

:�	� F�	�	��� F#������� F�	���

!) -= &-' &-<�!!2)
-<' &&- 1=! &-(�(1=!
&))! 11= &=(! &-(�2((&
!<'2 &<'- <!&& &-(�22'!

���� ���� /��	�� ���������� 	�	�	��

:�	� F�	�	��� F#������� F�	���

!) -= !( &!<�(2-
=2 &&- &-' &!&�)(2
-<' 11= 1=! &-=�))=
&))! &<'- &=(! &-(�'2=
!<'2 <&(= <!&& &-(�((-

���� ���2 $�	��������� 	�	�	��� >������ �	��	���
��������

:�	� F�	�	��� F#������� F�	���

!) -= &2( &!&�<)==
=2 &&- 2!< &-<�=-()
-<' 11= &'<& &-(�<(1&
&))! &<'- <2-< &-(�2')=

.	
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�� F#� 8&(�=!9 �� 8&(�=19� 
����	� ���	����� 	#������� �� ��	 ������ ����� ��	��

,�	 � � � �&(�='�
��	�	 ��	 
����	�	�� � �����	 ���� ���� �� �� ��	��������� 
����	�	�� �� �	
�����	 ���� ������������ ��	 6���"�	�� ������7 , �� 6����	7 �	���� � �����	 	#�������
����� ��	 ���	���� 	
	�	�� ���� ���	� 	#������� �� ��	 ����	� ��� ����� , ��� �	
���������
�� ��	 ����	� �� ����	 �� � ��	�� 	���������� ���	�	 8	���� �� 	�����	 ��  ��
�	� -

�� �� ���*� �� ���	�� ���	��� ���� �� �	�	�	��	� 1= �� 1'9 �� �� 
������	 �� �	� �
���	����	 ��� ��	 
���� �	��� ����� �� 	#������ �� �����	 �� �	 ���	���� 	
	�	��
�� ��� �	 �����	 ���� ��	 ������������ 8	���� �		 �	�	�	��	 2)� 2&9�
4� ���	������	 �� ��	 ����	 �� �� 
	����� F#� 8&(�='9 ��

,	 
-!� ���� � �� ,�� �&(�')�
��	�	 -! ��	 ������� 	����	� �� ,� 
 �� � �
	���	 ����	 ��

�	& � � 	�� �&(�'&�
�� ��	 �� 	��	 �� ��	�����	 �����	��� 4� ������� ��	�� �� �	�� ��� �	 ��	 �� ����� ��	
�������� 
���	���  	������� � �����	 �� � ����� ����	 ��� 
 8	���� &)�(9 �	�� �� ��
�
����	��	��	�1<

���( /��	�


�� ���� ���
�	� �	 ���	 �����	�	 � ����	� �� �	���� ����� 	�������	 �� �	��	
��� 	
	�	��	 �� �	����� ��	 ����� ������ ��	�	 ��	 � ����	� �� ���	�
�

�����	� ������ ��	 ���	 ��� ����� ���	 �		� 
����	 ���� ����	��� ��	�	 �����	
��	 	���� �������� �����������	�	��� 8.,$9 8/����2- +����� ��A��������2!

>	��219 �� ��	 ����������� �������	��� 8M,39 8/�� �� ���22�2(9 �

��	 �� 
����	��
�� ���� �� H�� �	�������� >��	� �� �����*	��2<�2= ��
���	 ��	 �	��� �� .,$
�� ���� ��� 
����������	�� 4����	� �

����� ��� �	�	���� �		� �������	 ��
N������2'�() ��	�	 ��	 ��� 	�����	 �	�	 �� ��	 �	�	� �� �	�	��	 �� ��	 ���	�����	
��� 	������

0
�

��
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����"� ��� -()J=-� &'<1�
-� B� ,����� �� :� ,	����	� �����	 �"	�	��	 	�	��� �	����#�	� ��� ��������� �	��	�� $���"
������"� 1� 12J2=� &'<2�

!�  � .�	��� ?�+� B	�	�� �� ,� A������ ��	 �

�������� �� � �	�	��� ����	 �"	�	��	 �	���
�� ���	 ������� ����	 
����	��� $���" ������"� �0� 21<J2-� &'=&�

1� �� /���*� �� O� 0�*���� �����	 �"	�	��	 �	���� �� ��������� ���	����� �	��	� �� ���%
���	�� 
����	�� �� �

��	 �	�������� �� %���" &� ���" $��������� �� ����������  ������	

�� '������ (��������� .�� ����������  ���������� &'<<�
2� �� /���*� �� O� 0�*���� ��	 ����	 �"	�	��	 �	��� �� ��������� ���	����� ���� �� ���
�

��������� �� �

��	 �	�������� $���" ������"� ��� =!J'2� &'=)�

��� ��������	
� ������������	
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����� �� ��	 �F �	�	�����	 ����������� �? �	��� ��
������	�� �	��������  ���	
� �� ���	����� �

������ �� )�	�����*����� �����	 �� 	�����

����� �������	� 
��	� !2!J!(-� .
����	�%B	����� >	����%$	�	��	��� &'')� �;�4AI�4 A
.��
������ B�	���� &'='�

<� M� 4� :�� �� .� ;�*�� 4� ���	������	 ��� ��	 ����	 	�	�	�� �	���� +�����"  ��" ,�����

�� &'<-�
=� ?� .�	
��� 4 ���%��	������� �������� ��� ���	������� �
��	 ���� �� �$ #�������
$���������� 
��	� 2&<J-1� &'(=�

'� ,� /������	� �� 3� .��*���*��� .�����	� �	�	���	 �� ������ �	��� �#���	� �	�����
 ��" $�����"� 03� &1&J2=� &'=&�

&)� ,� /������	� �� 3� .��*���*��� $���� ��� ������� -������� 4��	��� ,�	��� &'')�
&&� >� :�����	�� +� ������� �� ,� B������ /� �	P ���	 	� 	P �	P �	��� �"��	� $"'" ����" ���"

%���	� 0�0� &!!J!=� &''&�
&-� >� :�����	�� +� ������� �� ,� B������ /7�

���������� �"��	�$"'" ����" ���" %���	� 0�0�

-'!J'(� &''&�
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(b) Amplitude magnification response of mean depth in harbour
(b) for various frequencies
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(a) Crank–Nicholson (θ = 0.5)
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(b) Galerkin (θ = 0.667)
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(c) Liniger (θ = 0.878)
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A
(a) t = 0.5 s

(b) t = 1.0 s

(c) Steady-state solution
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Specific heat c = 0.11 cal/gm °C
Density ρ = 7.99 gm/cm3

Conductivity k = 0.05 cal/s cm °C
Gas temperature around blade = 1145 °C

Heat transfer coefficient α varies from 0.390 to 0.056 on the outside surfaces of 
the blade (A–B)

Hole
number

1
2

Cooling hole
temperature

545 °C
587 °C

α around perimeter
of each hole

0.0980
0.0871
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(a) Fluid–structure interaction (physically different domains)

(b) Structure–structure interaction (physically identical domains)
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(a) Seepage through a porous medium interacts with its dynamic,
(a) structural behaviour

Imposed position

(b) Problem of metal extrusion in which the plastic flow is coupled
(b) with the thermal field
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(a)

Mode 1
Frequency: 9.8 Hz

(b)

Mode 2
Frequency: 43.6 Hz

(c)

Mode 3
Frequency: 55 Hz
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(a) Structure–fluid mesh (quadratic elements)

(b) Zones in which cavitation develops
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(a) Outline of centrifuge model.
A, D, C are location of pressure transducers
for which comparisons are shown,
T is displacement transducer

(b) Finite element mesh and final permanent
distorted shape (x 10 magnification)

Experiment Computation

(c) Comparison of excess pore pressures 
at transducer locations D, A, C,
and displacement at T (top of dyke)
0 < time < 0.16 seconds,
earthquake stops at t = 0.12 s

T

Rigid boundary
Base with prescribed
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(d) Comparison of excess pore pressures 
at transducer locations D, A, C,
and displacement at T (top of dyke)
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K11 K12 K13

K21 K22 K23

K31 K32 K33

L11 = 1 U11 = K11

Step 1. Active zone. First row and column to principal diagonal.

Active zone

K12 K13

K21 K22 K23

K31 K32 K33

L21 = K21/U11

U11

Step 2. Active zone. Second row and column to principal diagonal. Use first row of K to 
eliminate L21 U11. The active zone uses only values of K from the active zone and 
values of L and U which have already been computed in steps 1 and 2.

Active zone
Reduced zone

1 0

L22 = 1 U22 = K22 – L21 U12

U12 = K12

0

K13

K23

K31 K32 K33

L21

U11

Step 3. Active zone. Third row and column to principal diagonal. Use first row to 
eliminate L31 U11; use second row of reduced terms to eliminate L32 U22 (reduced 
coefficient K32). Reduce column 3 to reflect eliminations below diagonal.

Active zone
Reduced zone

1

0

L31

L31 = K31/U11

L32 = (K32 – L31 U12)/U22

L32

1

0 0

0

L33 = 1

U12

U22

0 0

U13 = K13

U23 = K23 – L21 U13

U33 = K33 – L31 U13 – L32 U23
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��� �����	 �
�� � �������� ���� �� ���� ������ �� ��� ����������� � ������
���������� ���� �� �������� ��� ������� �� ������� ��� �� ������� ���
 �� �����������
�������� �� � �������� ������� ���� �������
 ���� ���� ����� ���� �� �� ��������� �

����������� ������� ���� ������� � ! ��� ��� ����������� � �����	 �������� ���� ���
����
� ����
 ���� �� ��� ����������� ������ "������� ���
 ������� ��� ����������
�� ��� ��� � ��������#������ �������� ����� �� � �������� ���� �� ��� ����
 � �����
���������� "�� ���� ������ �� �������$� ���� ��� ���������� � ����� �������
����
� �� �� �������� ����

%��� ���������� � ���� ������������ ��� ��� �����	 ������� ������ ��������
���� ���������� � ���&���� ����
� �� ��������� ��������� �� ����������� ���� ����
�������������� ���������� ���������
 ��������
 ������ ��������� ��� ��� �������
������ �������� ��� �� ������� ���� �����������
�

'��� ����� ���������� �������� �� ����� ��������� ���� �� �� ���������� ��� ���
� �������� �������� �� ������ ��������� �� ��� ���
 � ��� ����
� ������ �� ���
�������� ��� ������� ������

���� �������	 ���� ������ ��� �� ��� ��������$����� ����� ( �� �����
 ������� �� �
��&����� �������� ��� ������� ������
 ����������

��	�
��� ������� �������� 
��������

) ����� � �� �����#����������� ����� ��
 �� ����������� �� ����� � ��� ���������
����������� ��� � � *� �� +� ��� ������ ���� � ��� ��,� ����� ��� ������ �� �����
����� ���������� �� ���� ���� ��������� �� �������� ���������� ��� � ����������
���������� �� ����� �� "��� -�*� ��� �������� ��� ��� ������ � ��� ����������
�	�� �� ��� ����� ����� � �������� ������ �� . ����� ���� � ��� ���������� �	��
�� ����� ��� ��� � ���� ����������� ���� �������� ��� � � *� �� +� ����� ���� ���
�������
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�� � �� � �� � � *� �� + �-���
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 �� ������� ���� ��� ������ � ��
 �� ����������� ��

� �
�+
��*

���� �-�+�

.� ������� ���� �������� ��� ����� �������� ��� ��� � �� ������ ��� ��������	 �������� �
��� ����������� ��� ���� ��� �������� ���� )� ��������� ��� �� � ��
����� �����
 �����
�� ����������� � ��� ���������� �
���� ��������� ������� �� �������� ��� ������� ��
� ���������� ���������� �
�����
�� ������
 �������� �� ����� ��� ������ ���������� ���� ��
 ����	 ����� ��

�������� �� ��
 ����� ���� ������� � ��������� ���� ��� ����� � ��� ����	� �����
��� ��������� �������� �� /�� �-�+! ��

� � ���� � �*�* � ���� � �+�+ �-�0�
"�� ���#����������� �������� ������ ��������� ������ �� ���� �� ���������� ���� ���
����� � ��� ����	 �� ����
%�������
� �� ��� ����� ��� ���������� � ��� ������������ ������ � ��

� � ���� �-�1�
2��� ���� ��� ���������� ��*� ��� �+� ������� ��� ���������� ��� ���� ���� �������#
��� ���� � ���� �������
�� ����� �������� ���� ����� ���������� �� ����� �� ���������
 ���� ��������
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���� ��� ���� ������� �� ��� ������ ����� ��������� ��
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 ���������� ���������� )���������
 ����� ����������� ���� ������� ��
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��� � ������ � ������ � ������ �-�* �
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�����	���� ���
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�� � ������ � �� �-�**�
��� �
����� ������� ��� ������ ���
�	� ������� ��� ���� ������� ��� ����� ���
 ���
������� ��� �������� ��� �������� � ��� ������������ �� ������ ��	��
 ����� ���
�������� ���� �� ����� � ������ ������� ������ ���� ���� �� �������� +*�

)�
 ������ ���, ��������� �������
 ��� �� ����� ���� �
������� ��� �,�� �
�������
������
�������! ����� ��

� � *
� �� ��� 	 � *

� �
 ��� 	 � ��	� � ���� �-�*��
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���� � ��� �� � 
���� � �� �-�*+�
��� �
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� � ���	� � *
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� �
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� ��� �� � �� � ��� �� � �� �-�*0�
��� ��� �,�� �
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� �
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�2��� ���� ���� ��������� �� �������
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��� �����	�� �



��� ������ �	�������� �� ��������� �� /�� ����!� ��� ���������� ��� ��� ��� ��
 ��
����������� �
 � �����	 ��

��� �
�** �*� �*+

��* ��� ��+

�+* �+� �++

�
���

�
		
 �

�** �*� �*+

�*� ��� ��+

�*+ ��+ �++

�
���

�
		
 �-�*3�

��� �
 �*� �*+

��*  ��+

�+* �+�  

�
���

�
		
 �

 �*� �*+


�*�  ��+


�*+ 
��+  

�
���

�
		
 �-�*4�

 ���	���� ������������

�������� ��� ��� �������������� � ��� ��������� ����������� �� � �
���� ����� ���
��&����� ����������� ���� ���� ����� �� "��� -�*� '� ��������� ��� ���������� ��
��� ��� �
���� �


� � ���� �
�
�� �-�*5�
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�����

���� � ���� � �� � �������� � ��� �-�� �
����� ��� ��������� ������� � ��� ���������� �� � ������ ������� �� ���� � /�� �*��1!�
/������� �-�*6! ������ ��� ��� ��������� ���������� ���������� �������� ���

��� ���������� ���� �� �������� 9����� ���� ��� ��������� ���������� �������

���� � ���*�* � ������ � ���+�+ �� � *� �� + �-��*�
.� /�� �-�*6! �� �� ������ � ���� ��
�� ������� � �� ������ � 
�� ��
�� ����� �� ��
 ��
�������� �
 ��
 ����� ������ ����	 ������� �������� ��� ������� � ��� ���� �����
���� ��� �������� ���� ��� ������ �� ����	 �� ������ ���� ���� ����� �� ��
 ����!�
��� ��������� ���������� ���� �� �����
�� ���������� ��� ��������� � ����
���������� ��� ��� ������ ������ ������ ���� ��� ������� �� ���
 ���������� �����
����������� %��� �	������ ���� �� ����� �����������
 �� ���������� ��� ����
8���� ��� ������ � ��� ��������� �������� /�� �-�*6! ��
 �� ���� �� �������� ��


������ ���� ����� ����������� ����� ������������� � ��� ���������� � ���
������������ ������ �� ����� �


� �
�� � ������ ��� � *� �� + �-����

 ���	���� ������������ ���



.����� �� ��� ���� ��� ��� ����� �� �	����� ��� ������������� �� ��� ���� �������
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�
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����� ��������� ���� ��� ������� � ��� ��������� ������ ���:����� ����
 �� ��� ���� ��
��� ����������

��� ������ ������������� ������ ��� ��� ��������� ��� ������� ��

� � ������ ��� � ���

� �� �� � � �-��1�
%����������� � ��� ���� ������� ��� /�� �-��0! ���� /�� �-��1! �����

� � ��������� ��� � ��� �-��3�
��������� /�� �-��3! ���� /�� �-��1! ��� ���������� � ��� ������ ��������
��������� �� ��� ��������

������ � ��������� �-��4�
;�������� ���� �������� ��������� �� /�� �-���! ��� ������ ���� ���� 	��������

������� ������� ���������� ���� �������� ��������� �� /�� �-��4! ��� ������ ��	��

���� 	�������� �������� ��� ��� � �������� �������� �� ��� �����	� � ���������
����������� ���� ���� ��������
 �� ���� ��������� �������� ����� ������ �� ����� �
� ��������� ������ � ����������� ���,�

%����� ��
 �� ������� �� ����� � ��� ���������� 	�� ����� ��
 �� ������� �� �����	
��� ������� �� /�� �-�*3!
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 �� � � *� �� + �-��5�

.� ��������� ��� ��� ������ �� ����� �


� � 	���� � �� �-��6�
���� ����� ������� ����� �� ��� ���� �� ������� ��� �� ����� �� �������� �� � ������
���, ��������� ������� ��� �
�����
 � ��� ���������� � ������ ��
 �� �����������
�
 ������� ������� �������� �������� �������! ����� ���� � ��� ����������
�	�� �� ������

	�� � 	�� �-�+ �

!"��������� ��	 ������

.���������� � ���
 ���� ������

� � ���� �-�+*�
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2��� ���� ��� ��� ����	 ����� ������ �� ���� ���� �� ��� �������� �� �� ����������
)� � ������ �	����� � ��� ��������� ���������� �������� �� �������� �����
 ����

� � 	����� �-�++�
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SPECIAL OFFER

Purchasers of Volume 1 of The Finite Element Method are entitled to a free one year licence
of the following codes*:

GiD. The Personal Pre/Post-processor. The universal, adaptive and user friendly pre and post proces-
sing system for computer analysis in science and engineering.

GiD is ideal for generating all the information (structured and unstructured meshes, boundary and loading conditions,
material types, visualisation of results etc.) required for the analysis of any problem in science and engineering using
numerical methods. Typical problems that can be successfully tackled with GiD include most situations in structural
mechanics, fluid dynamics, electromagnetics, heat transfer, geomechanics, etc. using finite element, finite volume,
boundary element, finite difference or point-based (meshless) numerical procedures. Documentation available via
Internet includes user instructions and tutorial manual. The version of GiD offered is limited to 100.000 elements. 

FEAP A general finite element program for steady-state and transient analysis. Compiled professional version
linked to GiD

Order form

The GiD and FEAP codes are operative for a PC under Windows or Linux. 
For further information please visit http://www.gid.upc.es

Name

Organization

Address

City Postal Code

Country

Executable program includes all modules including contact, library of elements for small and finite deformation analy-
sis of solids with choice of elastic and inelastic constitutive equations, and different linear equation and time integra-
tion options. Solution process is command language driven and permits choice of batch and/or interactive solution
modes. Documentation includes user instructions, theoretical manual, and examples manual.

Please send me via internet free one year licence of:

GiD: The personal pre/post processor (version limited to 100.000 elements)

PC under Windows

PC under Linux

FEAP Finite Element Analysis program compiled professional version linked to GiD.

PC under Windows

PC under Linux

Please tear off this page and send it by surface mail prior to 31 December 2001 to:

e.mail

International Center for Numerical Methods in Engineering (CIMNE)
Edicio C1, Campus Norte UPC, Gran Capitán s/n
08034 Barcelona, Spain

*This offer is valid until 31 December 2001
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